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Resumo
Na primeira parte deste trabalho seguimos os estudos de Hirota e colaboradores [1–4] e
definimos quatro estados quase-Bell baseados em estados coerentes comprimidos da luz.
Dois desses estados são maximamente emaranhados, enquanto o emaranhamento dos ou-
tros dois depende apenas da sobreposição entre os estados coerentes comprimidos que
os compõem. A partir destes estados quase-Bell, definimos novos estados interpolados
cujo emaranhamento é também governado por um parâmetro de interpolação adicional
e estudamos algumas das propriedades destes estados (emaranhamento e eficiência ener-
gética). Por fim, usamos estes estados e definimos alguns estados de Werner [5], com os
quais analisamos de forma simples uma possível influência de um ambiente dissipativo
parametrizado pela probabilidade de o estado de Werner estar em sua forma emaranhada
ou misturada. Para esta análise usamos os conceitos de separabilidade e emaranhamento
[6–9].
Na segunda parte estudamos a estimativa de fase quântica usando estados
gaussianos puros (estados coerentes comprimidos). Iniciamos com a estimativa da fase
introduzida por um operador unitário em cujo hamiltoniano está presente uma perturba-
ção linear nos operadores de criação e aniquilação, além do operador de número de fótons
responsável pela evolução de fase (perturbação linear unitária). Obtemos quais são os
estados gaussianos ótimos para a estimativa desta fase e analisamos a optimalidade da
detecção homódina. A seguir, consideramos o parâmetro de perturbação como uma va-
riável aleatória que obedece a uma distribuição gaussiana de probabilidades (perturbação
linear aleatória) e novamente obtemos os estados de sonda ótimos e analisamos a optima-
lidade da detecção homódina. Por fim, estudamos a estimativa de fase com perturbação
linear unitária utilizando os estados quase-Bell interpolados definidos na primeira parte
deste trabalho e verificamos que a utilização de emaranhamento permite uma melhor
estimativa de fase para uma mesma energia disponível.
Abstract
In the first part of this work we follow the studies of Hirota and collaborators [1–4] and
we define four quasi-Bell states based on squeezed coherent states of light. Two of these
states are maximally entangled, while the entanglement of the other two depends only
on the overlap between the squeezed coherent states that were combined. From these
quasi-Bell states we define new interpolated states for which the entanglement is also
governed by an additional interpolation parameter, and we study some of the properties
of these states (entanglement and energy efficiency). Finally, we use these states to define
some Werner states [5], which we use to study in a simple way the possible influence of
some dissipative environment parameterized by the probability that the Werner state is
entangled or mixed. For this analysis we use the concepts of separability and entanglement
[6–9].
In the second part, we study the quantum phase estimation using pure Gaus-
sian states (squeezed coherent states). We begin with the estimation of the phase intro-
duced by a unitary operator whose Hamiltonian also contains a disturbance that is linear
in the creation and annihilation operators in addition to the photon number operator
responsible for the phase evolution (unitary linear disturbance). We find what are the
optimal Gaussian states for this phase estimation and we also analyze the optimality of
the homodyne detection. Next, we consider the disturbance parameter to be a random
variable submitted to a Gaussian distribution (random linear disturbance) and again we
find what are the optimal probe states and analyze the optimality of the homodyne de-
tection. Finally we study the phase estimation with unitary linear disturbance using the
interpolated quasi-Bell states defined in the first part of this work and we verify that the
use of entanglement leads to a better phase estimation for the same amount of available
energy.
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1 Introdução
Neste capítulo e no capítulo 4 apresentamos diversos conceitos que servirão de base para
os desenvolvimentos dos capítulos posteriores. Estes dois capítulos compõem uma revisão
do que é bem estabelecido na literatura e é essencial para a compreensão deste trabalho.
Neste capítulo, em particular, apresentamos os estados coerentes comprimidos da luz e
suas propriedades, definimos a fração de compressão, mencionamos formas de geração des-
ses estados, apresentamos uma notação compacta para estados gaussianos e apresentamos
a detecção homódina balanceada.
1.1 Os estados coerentes da luz
Considerando-se apenas um modo do campo eletromagnético (oscilador), o estado coe-
rente pode ser definido como o autoestado do operador de aniquilação com autovalor α
[10]:
a |α〉 = α |α〉 . (1.1)
Tais estados são interessantes por serem estados cujo produto de incertezas
(das quadraturas) é mínimo, correspondendo à igualdade em:
〈
(∆Q)2
〉 〈
(∆P )2
〉
≥ 1 . (1.2)
Estes operadores de quadratura são definidos por:
Quadratura Q: Amplitude do campo
Q = a+ a† . (1.3)
Quadratura P : Fase do campo
P = −i
(
a− a†
)
. (1.4)
E seus autoestados são denominados estados linha: Q |q〉 = q |q〉.
No estado coerente os valores médios das quadraturas Q e P comportam-se
analogamente à posição e momento do oscilador harmônico clássico, respectivamente.
A partir da equação de autovalores (eq. 1.1) pode-se encontrar uma expansão
em termos dos estados de Fock dada por:
|α〉 = e− |α|
2
2
∞∑
n=0
αn√
n!
|n〉 , (1.5)
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e após alguns cálculos pode-se mostrar que o operador
D(α) = eαa†−α∗a (1.6)
causa a transformação no vácuo:
D (α) |0〉 = |α〉 . (1.7)
Ou seja, o operador Deslocamento de Glauber [11] desloca o vácuo no espaço
de fases, dando origem a um estado coerente.
1.2 Os estados comprimidos da luz
Quando pensamos em termos das quadraturas de um estado contínuo da luz, o princípio
da incerteza impõe restrições sobre o produto das incertezas (eq. 1.2) das variáveis conju-
gadas,
〈
(∆Q)2
〉
e
〈
(∆P )2
〉
, mas não impõe restrições sobre cada incerteza isoladamente.
Isto nos permite a busca e, de fato, a descrição e produção em laboratório de estados com
menor incerteza em uma das quadraturas do que o estado coerente ou o vácuo. O uso
destes estados nas tecnologias futuras tem sido ampliado a cada dia, graças à descoberta
de novas técnicas de preparação, novas aplicações e novas vantagens de uso.
1.2.1 O operador de compressão
Partindo de um estado de vácuo representado no plano das quadraturas, a operação de
compressão consiste na redução da incerteza ao longo de um eixo escolhido. Para a
manutenção do produto (eq. 1.2) a incerteza no eixo ortogonal ao escolhido torna-se
maior.
Tal transformação unitária é realizada pelo Operador de Compressão [12]:
S (ξ) = e
1
2(ξ∗a2−ξa†2) , (1.8)
onde ξ = reiθ, r é o parâmetro de compressão (0 6 r <∞) e θ é o ângulo de compressão
(0 6 θ < 4pi).
Este operador transforma os operadores de criação e aniquilação como:
S† (ξ) aS (ξ) = a cosh r − a†eiθ sinh r ; (1.9)
S† (ξ) a†S (ξ) = a† cosh r − ae−iθ sinh r ; (1.10)
e pode-se mostrar [12] que esta compressão ocorre ao longo de um eixo com inclinação
θ/2 em relação ao eixo da quadratura Q, como representado na figura a seguir.
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1.2.2 Representando o vácuo comprimido na base de Fock
Para obtermos uma equação de autovalores que determine as características de um estado
comprimido partimos da simples equação:
a |0〉 = 0 .
Como o operador de compressão S (ξ) é unitário, podemos escrever:
S (ξ) aS† (ξ)S (ξ) |0〉 = 0 ,
ou seja
S (ξ) aS† (ξ) |0, ξ〉 = 0 .
Notando que S† (ξ) = S (−ξ) e usando a eq. 1.9, obtemos:
(
a cosh r + a†eiθ sinh r
)
|0, ξ〉 = 0 , (1.11)
que é uma equação de autovalores para o vácuo comprimido.
Agora que temos a equação de autovalores, buscamos uma representação do
estado |0, ξ〉 na forma
|0, ξ〉 =
∞∑
n=0
Cn |n〉 .
Substituindo esta expansão na eq. 1.11 obtemos:
cosh r
∞∑
n=0
Cn
√
n |n− 1〉+ eiθ sinh r
∞∑
n=0
Cn
√
n+ 1 |n+ 1〉 = 0 ,
que devido à ortogonalidade dos estados de Fock nos fornece a relação de recorrência [13]:
Cn+1 = −eiθ tanh r
√
n
n+ 1Cn−1 .
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Desta relação de recorrência podemos obter duas soluções distintas, uma en-
volvendo apenas números pares de fótons e outra envolvendo apenas números ímpares de
fótons. A relação que envolve apenas números ímpares de fótons não contém o caso do
vácuo e não será considerada. Para a relação de recorrência que envolve números pares
de fótons temos:
C2m = (−1)m
(
eiθ tanh r
)m√√√√(2m− 1)!!
(2m)!! C0 ,
onde o primeiro termo Co é determinado através da condição normalização:
∞∑
m=0
|C2m|2 = 1 .
Após determinarmos C0 =
√
cosh r [13], e após algumas manipulações algébri-
cas obtemos a representação do estado de vácuo comprimido na base de Fock:
|0, ξ〉 = 1√
cosh r
∞∑
m=0
(−1)m
√
(2m)!
2mm! e
imθ (tanh r)m |2m〉 .
1.3 Os estados coerentes comprimidos
A obtenção de um estado coerente comprimido pode ser feita de duas maneiras: através
de compressão e deslocamento do vácuo (notação de Caves) ou através de deslocamento
e compressão do vácuo (notação de Yuen). A não comutabilidade dos operadores D (α) e
S (ξ) implica que a ordem de aplicação dessas transformações leva a estados finais bastante
diferentes, conforme [12]. Neste trabalho será usada a notação de Caves, onde primeiro
comprimimos e depois deslocamos o vácuo no espaço de fases:
|α, ξ〉 = D (α)S (ξ) |0〉 . (1.12)
Para o estado coerente comprimido realizamos um procedimento similar ao da
seção anterior. Iniciamos com
D (α)S (ξ) aS† (ξ)D† (α)D (α)S (ξ) |0〉 = 0 ,
e além da eq. 1.9 usamos também a transformação D (α) aD† (α) = a− α.
Após uma pequena manipulação, encontramos a equação de autovalores [12,
13] (
a cosh r + a†eiθ sinh r
)
|α, ξ〉 =
(
α cosh r + α∗eiθ sinh r
)
|α, ξ〉 . (1.13)
Esta equação define os estados coerentes comprimidos que usaremos. A par-
tir dela podemos obter qualquer representação para estes estados como, por exemplo,
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representação em coordenadas (função de onda) ou a expansão na base de Fock:
|α, ξ〉 = 1√
cosh r
e−
1
2(|α|2+α∗2eiθ tanh r)
∞∑
n=0
(
1
2e
iθ tanh r
)n/2
√
n!
Hn
 γ√
eiθ sinh(2r)
 |n〉 ,
(1.14)
onde γ = α cosh r + α∗eiθ sinh r, e Hn (x) são os polinômios de Hermite definidos pela
função geratriz [14]:
e−t
2+2tx =
∞∑
n=0
Hn (x)
tn
n! .
Esta representação dos estados coerentes comprimidos na base de Fock nos
será particularmente útil no capítulo 3.
1.3.1 Número médio de fótons
Utilizando a definição (eq. 1.12) calculamos o número médio de fótons no estado coerente
comprimido como:
n0 = 〈α, ξ| a†a |α, ξ〉
= 〈0|S† (ξ)D† (α) a†aD (α)S (ξ) |0〉
= 〈0|
(
α∗ + a† cosh r − e−iθa sinh r
) (
α + a cosh r − eiθa† sinh r
)
|0〉
= |α|2 + sinh2 r . (1.15)
Notamos que o número médio de fótons não depende do ângulo de compressão
e é função crescente da amplitude e da compressão do estado coerente comprimido.
1.3.2 Fração de compressão
Da eq. 1.15 vemos que quando o estado é coerente, seu número médio de fótons é n0 = |α|2.
Da mesma forma, para o vácuo comprimido temos n0 = sinh2 r. Podemos assim dizer que
o termo sinh2 r se refere à energia associada à compressão do estado coerente comprimido
e definimos a fração de compressão β:
β = sinh
2 r
n0
, (1.16)
que varia de β = 0 para estados coerentes a β = 1 para o vácuo comprimido. Futuramente,
neste trabalho, nos será útil representar as quantidades de interesse em termos do número
médio de fótons n0 e da fração de compressão β, ao invés de usarmos os parâmetros usuais,
α e r. Esta reparametrização será particularmente útil em situações onde desejamos fixar
o número médio de fótons no estado coerente comprimido que queremos utilizar.
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1.4 Interações lineares e bilineares entre modos
Nesta seção, seguimos os passos de Ferraro et al. [15] e apresentamos os hamiltonianos
de interação que correspondem às transformações de deslocamento e compressão apresen-
tadas nas seções anteriores. Estes hamiltonianos de interação são lineares ou bilineares
nos modos do campo e tem um importante papel para o processamento de informação
quântica com variáveis contínuas. Na seção 1.9.1 apresentaremos uma notação compacta
(notação simplética) para estados gaussianos e já adiantamos que toda transformação
simplética pode ser realizada através de hamiltonianos de interação lineares e bilineares.
O hamiltoniano mais geral pode ser escrito como [15]:
H =
n∑
k=1
g
(1)
k a
†
k +
n∑
k>l=1
g
(2)
kl a
†
kal +
∑
k,l=1
g
(3)
kl a
†
ka
†
l + c.h. , (1.17)
onde c.h. = conjugado hermitiano. Este tipo de hamiltoniano contém três blocos que
representam os geradores das transformações que apresentamos. O primeiro bloco, do tipo
H ∝ g(1)a†+c.h., é linear nos operadores de modo do campo e as transformações unitárias
correspondentes são os operadores de deslocamento (eq. 1.6). O segundo bloco, que contém
termos do tipo cruzado g(2)a†b + c.h., descrevem misturas lineares entre os modos, como
aquela realizada sobre os dois modos de um campo de radiação que atravessam um beam
splitter. Este bloco também contém termos do tipo g(2)a†a que descrevem a evolução livre
dos modos. Por fim, o terceiro tipo de interação é representado por hamiltonianos da
forma g(3)a†2 + c.h. e g(3)a†b† + c.h. que descrevem a compressão de um e dois modos,
respectivamente.
1.5 Gerando a compressão de quadratura
Recentemente, observamos avanços na geração de estados comprimidos com alto fator de
compressão [16]. Notamos que durante o processo de geração de um estado comprimido
por meio da aplicação do operador de compressão S (ξ) dado pela eq. (1.8), os fótons são
gerados ou destruídos aos pares pela ação deste operador. A seguir comentamos duas
formas de implementação do operador de compressão de acordo com [13].
1.5.1 Via degenerate parametric down-conversion
Estamos em busca de um hamiltoniano capaz de gerar uma evolução equivalente ao ope-
rador de compressão (eq. (1.8)). Ele nos indica que a interação entre a luz e o meio que
ela atravessa deve ser dada por um hamiltoniano quadrático (meio não linear).
A compressão ocorre da seguinte forma: certo tipo de meio não linear é bom-
beado por um campo de frequência ωp e alguns fótons deste campo são convertidos em
pares de fótons idênticos, cada um de frequência ω = ωp/2, para o campo de sinal. Este
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processo é conhecido como degenerate parametric down-conversion.
O hamiltoniano para este processo é [13]:
H = ~ωa†a+ ~ωpb†b+ i~χ(2)
(
a2b† − a†2b
)
, (1.18)
onde b é o modo do campo de bombeio e a é o modo do campo de sinal. A susceptibilidade
não linear de segunda ordem é representada por χ(2). Fazemos agora a aproximação para-
métrica, em que assumimos que o campo de bombeio é um estado coerente muito intenso
de forma que permanece inalterado durante a escala de tempo de interesse. Assumimos
que o campo está em um estado |βe−iωpt〉 e aproximamos os operadores b e b† por βe−iωpt e
β∗eiωpt, respectivamente. Desconsiderando termos constantes irrelevantes, a aproximação
paramétrica para o hamiltoniano (eq. 1.18) fica:
H = ~ωa†a+ i~
(
η∗a2eiωpt − ηa†2e−iωpt
)
,
onde η = χ(2)β. Por fim, na versão de interação obtemos:
HI = i~
[
η∗a2ei(ωp−2ω)t − ηa†2e−i(ωp−2ω)t
]
,
que é dependente do tempo. Se ωp é escolhido de forma que ωp = 2ω, chegamos ao
hamiltoniano de interação independente do tempo
HI = i~
(
η∗a2 − ηa†2
)
, (1.19)
cujo operador evolução associado
UI (t, 0) = e−i
HI t
~ = eη∗ta2−ηta†2
torna-se o operador de compressão S (ξ) para ξ = 2ηt.
1.5.2 Via degenerate four-wave mixing
Outra forma de se gerar luz comprimida é através de outro processo não linear chamado
degenerate four-wave mixing, onde dois fótons de bombeio são convertidos em dois fótons
de sinal de mesma frequência. O hamiltoniano para este processo é dado por [13]:
H = ~ωa†a+ ~b†b+ i~χ(3)
(
a2b†2 − a†2b2
)
,
onde χ(3) é a susceptibilidade não linear de terceira ordem. Através de argumentos si-
milares ao da seção anterior obtemos novamente a aproximação dada pela eq. 1.19, mas
dessa vez com η = χ(3)β2.
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1.6 A transformação do beam splitter
A transformação realizada pelo beam splitter é fundamental para o processamento da
informação quântica com estados contínuos da luz e nos será particularmente útil nas
duas seções seguintes. Nesta seção iremos relacionar os operadores dos modos dos campos
de entrada e saída do beam splitter. Faremos isto de acordo com [17], trabalhando com
os operadores de modo do campo. Um estado puro pode ser escrito como um operador
de evolução atuando no vácuo, |φ〉 = U |0〉, e, como o vácuo não se altera ao passar pelo
beam splitter, podemos encarar a transformação do ponto de vista do operador U , ou seja,
através de relações entre os operadores de modo do campo.
Iniciamos com uma transformação geral: aa
ab
 =
 B11 B12
B21 B22
 a2
a1
 .
Sabemos que para os operadores de aniquilação dos campos de entrada e saída
valem as relações de comutação: [
ai, a
†
j
]
= δij . (1.20)
Fazendo as contas para cada caso temos as condições:
[
aa, a
†
a
]
= 1[
B11a2 +B12a1, B∗11a
†
2 +B∗12a
†
1
]
= 1
|B11|2 + |B12|2 = 1 (1.21)
[
aa, a
†
b
]
= 0[
B11a2 +B12a1, B∗21a
†
2 +B∗22a
†
1
]
= 0
B11B
∗
21 +B12B∗22 = 0 (1.22)
CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 20
[
ab, a
†
b
]
= 1[
B21a2 +B22a1, B∗21a
†
2 +B∗22a
†
1
]
= 1
|B21|2 + |B22|2 = 1 (1.23)
Como os Bij são números complexos escrevemos Bij = |Bij| eiφij e obtemos:
|B11| |B21| ei(φ11−φ21) = − |B12| |B22| ei(φ12−φ22) ,
que podemos separar em uma parte puramente real (magnitudes) e outra que contém as
fases:
|B11| |B21| = |B12| |B22| (1.24)
ei(φ11−φ21) = −ei(φ12−φ22) .
Para as fases obtemos a relação:
φ11 − φ21 = φ12 − φ22 ± pi . (1.25)
Neste ponto renomeamos as fases, a motivação ficará clara mais adiante:
φτ =
1
2 (φ11 − φ22) ;
φρ =
1
2 (φ12 − φ21 ∓ pi) ; (1.26)
φ0 =
1
2 (φ11 + φ22) .
Dessa forma:
φ11 = φ0 + φτ ;
φ12 = φ0 + φρ ;
φ21 = φ0 − φρ ;
φ22 = φ0 − φτ .
Elevando a eq. 1.24 ao quadrado e usando as eq. 1.21 e eq. 1.23 obtemos:
|B11|2 |B21|2 = |B12|2 |B22|2(
1− |B12|2
) (
1− |B22|2
)
= |B12|2 |B22|2
|B12|2 + |B22|2 = 1 .
CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 21
Utilizando a eq. 1.23 notamos que
|B12|2 = |B21|2 = ρ ,
onde ρ é um número real.
A partir da eq. 1.21 e eq. 1.23 obtemos:
|B11|2 = |B22|2 = τ ,
onde τ é um número real.
Com todas estas considerações e mudanças de variáveis, a matriz de transfor-
mação pelo beam splitter fica: aa
ab
 = eiφ0
 √τeiφτ √ρeiφρ
−√ρe−iφρ √τe−iφτ
 a2
a1
 ,
que é análoga a uma matriz de rotação quando reconhecemos
√
τ = cos θ e √ρ = senθ:
B = eiφ0
 cos θeiφτ senθeiφρ
−senθe−iφρ cos θe−iφτ
 . (1.27)
Apenas para melhorar a visualização trocaremos as colunas da matriz e as
linhas da coluna de operadores dos modos de entrada, sem alterar as equações que repre-
sentam:  aa
ab
 = eiφ0
 senθeiφρ cos θeiφτ
cos θe−iφτ −senθe−iφρ
 a1
a2
 . (1.28)
Esta é a transformação mais geral de um beam splitter.
1.7 Definição de qubits com estados coerentes
No trabalho publicado por Jeong e Kim [18], os autores analisam o uso de estados coeren-
tes e dispositivos existentes atualmente para a implementação das portas lógicas quânticas
fundamentais para a computação quântica. Embora existam muitos candidatos para hard-
ware nos computadores quânticos [19], a luz se apresenta como um meio natural para a
transmissão e o processamento da informação. Nesta proposta com estados coerentes te-
mos que todas as transformações são associações em série de transformações mais simples,
a preparação inicial dos estados é simples (LASER), e quase todas as implementações são
factíveis com a tecnologia atual. Nesta seção definimos os qubits baseados em estados
coerentes, que irão esclarecer a proposta de geração de estados emaranhados baseados em
estados coerentes apresentada na seção seguinte.
Dois estados coerentes |α〉 e |−α〉 com amplitudes α ≥ 3 possuem sobreposições
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tão pequenas quanto 〈α| − α〉 = e−2α2 ≈ 10−8. Isso implica que podemos definir bits
lógicos com pequenas taxas de erros:
|α〉 → |0L〉
|−α〉 → |1L〉 (1.29)
Um qubit lógico geral pode ser escrito como:
|φ〉 = A |0〉L + B |1〉L , (1.30)
onde A e B são números complexos e a normalização implica |A|2 + |B|2 = 1.
De forma análoga definimos um qubit geral para a nossa nova "base":
|φ〉 = A |α〉+ B |−α〉 , (1.31)
onde desta vez temos apenas |A|2 + |B|2 ≈ 1, pois há uma sobreposição entre |α〉 e |−α〉.
Podemos visualizar o qubit lógico na esfera de Bloch (figura 1.1) escrevendo
A = eiγ cos θ2 e B = ei(γ+ϕ)sen θ2 e depois removendo a fase global eiγ:
|φ〉 = cos θ2 |0〉L + e
iϕsenθ2 |1〉L .
Figura 1.1: Esfera de Bloch e representação de um qubit lógico.
1.8 Gerando estados emaranhados baseados em es-
tados coerentes
Nesta seção ainda seguimos [18] e apresentamos uma técnica para a geração de um estado
emaranhado baseado em estados coerentes. Iniciamos estudando a mistura de dois estados
coerentes em um beam splitter.
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1.8.1 Dois estados coerentes incidindo em um beam split-
ter
Sejam dois estados coerentes |α〉 e |β〉 incidindo sobre um beam splitter. Os parâmetros
que tornam a transformação (eq. 1.28) mais simples são φρ = φτ = φ0 = 0, assim temos:
BS =
 √ρ √τ√
τ −√ρ
 , (1.32)
ou seja,  aa
ab
 =
 √ρ √τ√
τ −√ρ
 a1
a2
 . (1.33)
Pode-se checar que BS é uma matriz unitária, pois ρ+ τ = 1.
Vamos obter os operadores dos modos de entrada em termos dos operadores
dos modos de saída:  a1
a2
 =
 √ρ √τ√
τ −√ρ
 aa
ab
 . (1.34)
Para transformarmos os estados coerentes de entrada lembramos que o estado
de vácuo |0, 0〉, ao passar pelo beam splitter, não é alterado. Usamos a eq. 1.7 e escrevemos
os estados de entrada como:
|α〉1 |β〉2 = D1 (α)D2 (β) |0, 0〉 = eαa
†
1−α∗a1eβa
†
2−β∗a2 |0, 0〉 .
Ao passarem pelo beam splitter ficamos com:
|α〉1 |β〉2 → eα(
√
ρa†a+
√
τa†
b)−α∗(√ρaa+
√
τab)eβ(
√
τa†a−√ρa†b)−β∗(
√
τaa−√ρab) |0, 0〉 ,
e após algumas manipulações usando a fórmula de Baker-Hausdorff [20] obtemos:
|α〉1 |β〉2 → e(
√
ρα+
√
τβ)a†a−(√ρα+√τβ)∗aae(
√
τα−√ρβ)a†b−(
√
τα−√ρβ)∗ab |0, 0〉
|α〉1 |β〉2 →
∣∣∣√ρα +√τβ〉
a
∣∣∣√τα−√ρβ〉
b
, (1.35)
que para um beam splitter 50/50 (τ = 12) fica:
|α〉1 |β〉2 →
∣∣∣∣∣ 1√2 (α + β)
〉
a
∣∣∣∣∣ 1√2 (α− β)
〉
b
. (1.36)
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1.8.2 Rotações na esfera de Bloch (e preparação de um
qubit qualquer)
1.8.2.1 Rotação arbitrária em z: Uz
(
θ
2
)
O produto de dois operadores deslocamento causam [20]:
D (δ)D (α) |0〉 = e 12 (δα∗−δ∗α) |α + δ〉 . (1.37)
Isto implica que ao atuarmos com um operador D
(
i θ4α
)
, com θ ∈ R e θ  4α,
em um estado |α〉 ou em um estado |−α〉 obtemos:
D
(
i
θ
4α
)
|α〉 = ei θ4
∣∣∣∣∣α + i θ4α
〉
; (1.38)
D
(
i
θ
4α
)
|−α〉 = e−i θ4
∣∣∣∣∣−α + i θ4α
〉
; (1.39)
que é aproximadamente o mesmo que uma rotação em z pela matriz:
Uz
(
θ
2
)
=
 ei θ2 0
0 e−i θ2
 , (1.40)
que efetua sobre os estados da base:
Uz
(
θ
2
)
(A |α〉+ B |−α〉) = Aei θ2 |α〉+ Be−i θ2 |−α〉 ,
conforme verificamos através do cálculo da fidelidade (com a ajuda de [20]) para a ação
sobre um qubit |φ〉:
∣∣∣∣∣〈φ|U †z
(
θ
2
)
D
(
i
θ
4α
)
|φ〉
∣∣∣∣∣
2
= e−(
θ
4α)
2 ∣∣∣|A|2 + |B|2 + e−2α2 (AB∗ei θ2 +A∗Be−i θ2)∣∣∣2
≈ e−( θ4α)
2
≈ 1 .
Disso concluímos que:
Uz
(
θ
2
)
≈ D
(
i
θ
4α
)
,
e esta matriz corresponde à rotação na esfera de Bloch[21]:
Rz (−θ) =
 ei θ2 0
0 e−i θ2
 . (1.41)
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Esta operação de deslocamento pode ser implementada de forma aproximada
por um beam splitter com alto coeficiente de transmissão e um campo auxiliar de grande
amplitude i [22].
Figura 1.2: Combinação do estado com um campo coerente de alta intensidade causando,
aproximadamente, um deslocamento D (i) do estado equivalente a uma rotação em z.
1.8.2.2 Rotação de pi2 em torno de x: Ux
(
pi
4
)
Conforme descrevemos na seção seguinte, para efetuarmos uma rotação arbitrária de um
qubit precisamos de algumas rotações em z e rotações em x de ±pi2 . As rotações arbitrárias
em z já foram apresentadas na seção anterior, nesta seção apresentamos como uma rotação
de ±pi2 pode ser implementada através de um meio não linear. Apesar de a eficiência dos
meios não lineares existentes atualmente ser um problema, existem indícios que em breve
iremos obter meios com grande não linearidade [23]. O operador hamiltoniano anarmônico
é descrito por:
HNL = ~ωa†a+ ~Ω
(
a†a
)2
,
onde ω é a frequência do campo coerente e Ω é a intensidade do termo anarmônico.
A transformação causada por este meio em um tempo t′ = pi2Ω [24, 25], é dada
por:
U = e− i~HNLt = e−i
ωpi
2Ω a
†a−ipi2 (a†a)
2
.
Para um estado coerente |α〉, a interação com este meio pode ser obtida
expandindo-se o estado |α〉 na base de Fock:
|φ, t′〉 = U |φ〉 = UL (t′) e−
|α|2
2
∞∑
n=0
αne−i
pi
2 n
2
√
n!
|n〉
= UL (t′) e−
|α|2
2
∞∑
n=0
(−i)n2 αn√
n!
|n〉 ,
onde UL (t′) agrupa toda a evolução linear de fase. Para n ímpar podemos escrever
n = 2p+ 1 onde p ∈ N. Assim temos:
n2 = (2p+ 1)2 = 4p2 + 4p+ 1 = 4
(
p2 + p
)
+ 1 .
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Portanto:
(−i)n2 =
(
(−i)4
)p2+p
(−i) = 1p2+p (−i) = −i .
Se n é par podemos escrever n = 2p, com p ∈ N, e temos:
(−i)n2 =
(
(−i)4
)p2
= 1 .
Para representarmos isto na somatória de uma maneira simples precisamos de
dois termos cuja nulidade se alterne quando n é par ou ímpar.
Notemos que uma função I− (n) = 12 [1− (−1)n] vale 1 se n é ímpar ou 0 se n é
par. O inverso vale para a função I+ (n) = 12 [1 + (−1)n]. Isto implica que para qualquer
n ∈ N é verdade que:
(−i)n2 = 12 {[1− (−1)
n] (−i) + [1 + (−1)n]} . (1.42)
Podemos assim escrever a somatória como:
|φ, t′〉 = UL (t′) e−
|α|2
2
∞∑
n=0
1
2 {[1− (−1)
n] (−i) + [1 + (−1)n]} α
n
√
n!
|n〉
= UL (t′) e−
|α|2
2
∞∑
n=0
1
2 [(1− i) + (1 + i) (−1)
n] α
n
√
n!
|n〉
= UL (t′) e−
|α|2
2
∞∑
n=0
1
2 (1− i) [1 + i (−1)
n] α
n
√
n!
|n〉
= UL (t′) e−
|α|2
2
1
2 (1− i)
∞∑
n=0
[
αn√
n!
|n〉+ i(−α)
n
√
n!
|n〉
]
= UL (t′)
e−i
pi
4√
2
(|α〉+ i |−α〉) ,
ou seja, ao passarem pelo meio não linear os estados coerentes se tornam:
|α〉 → e
−ipi4√
2
(|α〉+ i |−α〉) (1.43)
e
|−α〉 → e
−ipi4√
2
(|−α〉+ i |α〉) . (1.44)
Isto é, a transformação efetuada é:
Ux
(
pi
4
)
= e
−ipi4√
2
 1 i
i 1
 , (1.45)
que, a menos de um deslocamento de fase e−ipi4 global, corresponde ao operador de
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rotação[21]
Rx
(
−pi2
)
= 1√
2
 1 i
i 1
 . (1.46)
1.8.2.3 Rotações arbitrárias Uy
(
φ
2
)
e Ux
(
η
2
)
Para uma rotação arbitrária em y ou x usamos as relações:
Uy
(
φ
2
)
= Ux
(
−pi4
)
Uz
(
φ
2
)
Ux
(
pi
4
)
; (1.47)
Ux
(
η
2
)
= Uz
(
−pi4
)
Uy
(
η
2
)
Uz
(
pi
4
)
. (1.48)
Para estas rotações os esquemas de implementação estão representados na
figura 1.3.
Figura 1.3: Implementação de uma rotação arbitrária (a) em y e (b) em x. Os cubos nomeados
NL representam meios não lineares.
1.8.2.4 Matrizes de Pauli σx e σz
As matrizes de Pauli são [21]:
σx =
 0 1
1 0
 ; (1.49)
σz =
 1 0
0 −1
 . (1.50)
A transformação σx pode ser realizada através de um phase shift P (pi) que
troca |α〉 ↔ |−α〉.
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A transformação σz corresponde, a menos de uma fase global i, a uma rotação
em z:
σz ∝ Uz
(
pi
2
)
= i
 1 0
0 −1
 .
1.8.2.5 Porta de Hadamard
Para implementarmos a porta de Hadamard basta efetuarmos as transformações:
H = −Uz
(
pi
4
)
Ux
(
pi
4
)
Uz
(
pi
4
)
.
Figura 1.4: Implementação da porta de Hadamard.
Utilizando as implementações de rotações apresentadas anteriormente temos
(de acordo com a figura 1.4):
H = −
 eipi4 0
0 e−ipi4
 e−ipi4√
2
 1 i
i 1
 eipi4 0
0 e−ipi4

= −e
−ipi4√
2
 eipi4 0
0 e−ipi4
 eipi4 ie−ipi4
iei
pi
4 e−i
pi
4

= −e
−ipi4√
2
 i i
i −i
 ,
que a menos de uma fase global corresponde à porta de Hadamard:
H = 1√
2
 1 1
1 −1
 . (1.51)
A porta de Hadamard pode ser definida de forma análoga para estados coe-
rentes com amplitude diferente.
1.8.3 Geração de um estado emaranhado com estados co-
erentes
Para gerarmos um estado quase-Bell (introduzidos em [1], mas que serão estudados em
detalhes no capítulo 2) fazemos uso do esquema da figura 1.5.
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Figura 1.5: Esquema de geração de um estado quase-Bell através de uma porta de Hadamard
e um beam splitter. A notação H
√
2 representa uma porta de Hadamard projetada para atuar
em estados coerentes de amplitude ±√2α.
De acordo com a eq. 1.51, atuando sobre um estado coerente
∣∣∣√2α〉 com a
porta de Hadamard obtemos:
∣∣∣√2α〉→ 1√
2
(∣∣∣√2α〉+ ∣∣∣−√2α〉) .
Este estado é o modo 1 de entrada no beam splitter. No modo 2 temos o vácuo.
Usando a eq. 1.36, obtemos para a saída do beam splitter :[
1√
2
(∣∣∣√2α〉+ ∣∣∣−√2α〉)]
1
|0〉2 →
1√
2
(|α, α〉+ |−α,−α〉) = |Φ+〉12 .
1.9 Notação compacta para estados gaussianos
1.9.1 Definições
Nos capítulos 5 e 6 estudaremos a estimativa de fase quântica com o uso de estados
gaussianos. Para estes estados utilizamos uma notação compacta, descrevendo-os em
termos de um vetor de primeiros momentos e uma matriz covariância. Para isso, fazemos
a decomposição cartesiana dos operadores de modo do campo a = κ1 (Q+ iP ), onde a
constante κ1 ∈ R é de livre escolha e diferentes valores para esta constante são encontrados
na literatura [15]. Por simplicidade e uniformidade, ao longo desse texto usamos κ1 = 1/2.
Dessa forma definimos a = 12 (Q+ iP ), e obtemos:
Q = a+ a† , (1.52)
P = −i
(
a− a†
)
, (1.53)
com a relação de comutação:
[Q,P ] = 2i . (1.54)
Introduzimos agora o vetor de operadores R = (Q,P )T , e esta relação de
comutação torna-se:
[Rk,Rl] = 2iΩkl , (1.55)
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onde Ωkl são os elementos da matriz simplética:
Ω =
 0 1
−1 0
 . (1.56)
Usando esta notação nós definimos a matriz covariância como:
σkl ≡ [σ]kl =
1
2 〈RkRl +RlRk〉 − 〈Rk〉 〈Rl〉 , (1.57)
onde o valor esperado de um operador é dado por 〈O〉 ≡ O¯ = tr [ρO], sendo ρ a matriz
densidade do sistema.
As relações de incerteza entre operadores canônicos impõem um vínculo sobre
a matriz de covariância correspondente à desigualdade:
σ + iΩ ≥ 0 . (1.58)
Esta equação segue das relações de incerteza dos operadores de modo e ex-
pressam, de forma compacta, a positividade da matriz densidade ρ.
1.9.2 Função de Wigner e fidelidade para estados gaussi-
anos
Também nos capítulos 5 e 6 usamos diversos gráficos da função de Wigner de estados
gaussianos para compreendermos os resultados da estimativa ótima de fase. Nesta seção
apresentamos como a notação compacta da seção anterior pode ser usada para o cálculo
da função de Wigner.
Um sistema quântico ρ pode ser completamente descrito pela sua função ca-
racterística χ[ρ](α) = Tr[ρD(α)], onde D(α) = exp{αa†−α∗a} é o operador deslocamento
no espaço de fases. Se a função característica χ[ρ](α) é uma função gaussiana, o estado
é dito gaussiano [15]. Os estados produzidos em laboratório com a tecnologia atual são
geralmente estados gaussianos. A razão básica para isto é que o próprio vácuo é um es-
tado gaussiano, e a geração de outros estados utiliza processos que conservam o caráter
gaussiano do vácuo. Como consequência do caráter gaussiano da função característica, a
função de Wigner de um estado gaussiano é gaussiana. Utilizando a notação introduzida
na seção anterior temos:
W [ρ] (α) =
exp
[
−12 (α− α¯)T σ−1α (α− α¯)
]
2pi
√
det [σα]
,
com α = 12r, e α¯ =
1
2R¯, onde R¯ é o vetor dos valores esperados das quadraturas e
r = (q, p)T é o vetor de coordenadas do espaço de fases. A matriz σα está relacionada à
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matriz de covariância σ definida na seção anterior pela relação σα = 14σ. Em coordenadas
cartesianas temos:
W [ρ] (q, p) = 2
pi
exp
[
−12
(
r− R¯
)T
σ−1
(
r− R¯
)]
√
det [σ]
, (1.59)
e obtemos uma expressão curta para o cálculo da fidelidade de Uhlmann entre estados
gaussianos [26, 27]
F (ρ1, ρ2) =
{
Tr
[
(√ρ1ρ2√ρ1)1/2
]}2
,
dada por:
F (ρ1, ρ2) = 2e
− 12(R¯1−R¯2)
T (σ1−σ2)−1(R¯1−R¯2)
√
∆ + δ −√δ , (1.60)
onde
R¯j = Tr (ρjR) (1.61)
é o vetor de primeiros momentos, e temos ∆ = det [σ1 + σ2] e δ = (1− det [σ1]) (1− det [σ2]).
1.10 A detecção homódina balanceada
Na detecção homódina balanceada, a detecção do sinal é feita pela sua combinação com
um campo coerente de grande amplitude e com a mesma frequência. Este campo recebe
o nome de oscilador local e pode ser produzido e transmitido paralelamente ao sinal, para
se facilitar a manutenção da mesma frequência, ou pode ser produzido diretamente no
local de medição. A combinação do sinal com o oscilador local é feita na hora da medição
através de um divisor de feixes com taxas de reflexão e transmissão iguais (ρ = τ) (veja a
figura 1.6). A fase existente entre o sinal transmitido e o oscilador local é um parâmetro
ajustável experimentalmente (diferença entre caminhos ópticos) e permite medições de
quadratura análogas a cortes tomográficos, como será apresentado a seguir.
Fazemos a descrição dos campos envolvidos através de seus operadores de
amplitude: a1 para o modo do sinal recebido, a2 para o modo do oscilador local, aa para
o modo do campo recebido pelo fotodetector a e ab para o modo do campo recebido pelo
fotodetector b [10].
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Figura 1.6: Esquema de detecção homódina balanceada. O estado de sinal recebido é combi-
nado, através de um divisor de feixes, com o oscilador local e a seguir é obtida a diferença dos
sinais medidos nos fotodetectores.
A relação entre os campos de entrada e saída do divisor de feixes pode ser
expressa através de seus operadores de amplitude a partir da eq. 1.33 com ρ = τ = 1/2:
 aa
ab
 = 1√
2
 1 1
1 −1
 a1
a2
 .
Nos fotodetectores a e b os operadores número de fótons são dados, respecti-
vamente, por:
na = a†aaa =
1
2a
†
1a1 +
1
2a
†
2a2 +
1
2
(
a†1a2 + a†2a1
)
; (1.62)
nb = a†bab =
1
2a
†
1a1 +
1
2a
†
2a2 −
1
2
(
a†1a2 + a†2a1
)
. (1.63)
Nestas expressões os operadores não possuem dependência temporal devido ao
fato de o sinal recebido e o oscilador local possuírem a mesma frequência.
Com uma combinação dos sinais de saída dos fotodetectores, subtraindo a
eq. 1.63 da eq. 1.62, obtemos:
na − nb = a†1a2 + a†2a1 . (1.64)
Estando o oscilador local em um modo excitado como estado coerente com
grande amplitude |Ω| e fase ω (relativa à fase do sinal) temos:
a2 |Ω〉 = |Ω| eiω |Ω〉 .
Calculando-se a diferença de sinais nos detectores, usando estes estados como
entrada e fazendo uma pequena manipulação algébrica, encontramos:
〈na − nb〉 =
〈
a†1a2 + a†2a1
〉
= |Ω|
〈(
a†1e
iω + a1e−iω
)〉
= |Ω| 〈Qω〉 . (1.65)
Através da detecção homódina balanceada o ruído do oscilador local é com-
pletamente eliminado, permitindo o uso de um oscilador local mais forte. O operador
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Qω = a†1eiω + a1e−iω é denominado operador de quadratura generalizado. Utilizando a
definição a = 12 (Q+ iP ) e após alguma manipulação descobrimos o significado deste
operador de quadratura:
Qω = a†eiω + ae−iω
= 12
[
Q
(
eiω + e−iω
)
− iP
(
eiω − e−iω
)]
= Q cosω + P sinω . (1.66)
Como representado na figura 1.7, notamos que o operador de quadratura Qω
corresponde simplesmente a uma medição de quadratura sobre um eixo rotacionado de
ω radianos em torno da origem do plano das quadraturas do campo. Desta forma, fica
evidente que o esquema de detecção homódina balanceada permite o uso de fotodetectores
simples para a obtenção de informações da fase e compressão do campo recebido, sendo
mesmo possível a reconstrução completa do estado após uma grande série de medições
(tomografia - figura 1.7 (c)).
(a) (b) (c)
Figura 1.7: (a) Representação do operador de quadratura generalizado Qω. (b) O estado é
projetado sobre o eixo Qω dando origem a uma distribuição de probabilidades. (c) O parâmetro
ω é ajustável, permitindo medições em cortes tomográficos da quadratura do campo.
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2 Estados quase-Bell baseados em estados co-
erentes comprimidos
2.1 Definição dos estados quase-Bell com estados
coerentes comprimidos
Partindo de dois estados não ortogonais |α, r〉 e |−α, r〉 (onde escolhemos o ângulo de
compressão θ = 0 em ξ = reiθ) seguimos os passos de Hirota e Sasaki [1] e definimos, em
analogia com os estados de Bell, os quatro estados emaranhados:
|Ψ±〉 = 1√
2 (1 + κ2)
(|α, r〉A |−α, r〉B ± |−α, r〉A |α, r〉B) ;
|Φ±〉 = 1√
2 (1 + κ2)
(|α, r〉A |α, r〉B ± |−α, r〉A |−α, r〉B) ; (2.1)
onde κ = 〈α, r| − α, r〉 = e−2e2rα2 é a sobreposição entre os dois estados componentes,
sendo α ≥ 0 e r ≥ 0.
Estes estados não são ortogonais entre si, exceto quando κ = 0, quando eles se
tornam os estados de Bell. Por estarem baseados em apenas dois estados distintos, estes
estados expandem um espaço de dimensão 2 × 2 apenas, em contraste com o espaço de
dimensão infinita das variáveis contínuas. Isto implica que o valor máximo da entropia
de von Neumann para os estados quase-Bell é a unidade [2].
2.2 Emaranhamento dos estados quase-Bell
2.2.1 Reduzindo o espaço de Hilbert para 2× 2
Nesta seção seguimos Jeong et.al.[28] e procuramos definir uma base ortogonal a partir
dos estados coerentes comprimidos que estamos usando: |ψ〉
|φ〉
 = N
 cos θ − sin θ
− sin θ cos θ
 |α, r〉
|−α, r〉
 .
A condição de normalização implica:
〈ψ|ψ〉 = 〈φ|φ〉 = |N |2 (1− 2κ cos θ sin θ) = 1
→ N = 1√
1− 2κ cos θ sin θ ,
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e para que a nova base seja ortogonal devemos ter:
〈ψ|φ〉 = κ− 2 cos θ sin θ = 0
→ 2 cos θ sin θ = κ .
Desta forma, a constante de normalização se torna:
N = 1√
1− κ2
e agora já podemos representar os estados quase-Bell (eq. 2.1) nesta nova base ortogonal:
|Ψ−〉 = 1√2 (|φ〉A |ψ〉B − |ψ〉A |φ〉B) ;
|Φ−〉 = 1√2 (|φ〉A |φ〉B − |ψ〉A |ψ〉B) ;
|Ψ+〉 = 1√
2 (1 + κ2)
[|ψ〉A |φ〉B + |φ〉A |ψ〉B + κ (|ψ〉A |ψ〉B + |φ〉A |φ〉B)] ;
|Φ+〉 = 1√
2 (1 + κ2)
[|ψ〉A |ψ〉B + |φ〉A |φ〉B + κ (|ψ〉A |φ〉B + |φ〉A |ψ〉B)] . (2.2)
Ao representá-los nesta base ortogonal, fica evidente que os estados |Ψ−〉 e
|Φ−〉 são de fato estados de Bell e possuem máximo emaranhamento. Este máximo ema-
ranhamento estimula a aplicação destes estados em protocolos de informação quântica,
como por exemplo teletransporte [29].
Nos resta agora investigar o emaranhamento dos estados |Ψ+〉 e |Φ+〉. Re-
presentando o operador densidade destes dois últimos estados na nova base ortogonal
{|ψ〉 , |φ〉} temos:
ρΨ+ = |Ψ+〉 〈Ψ+| =
1
2 (1 + κ2)

κ2 κ κ κ2
κ 1 1 κ
κ 1 1 κ
κ2 κ κ κ2
 ; (2.3)
ρΦ+ = |Φ+〉 〈Φ+| =
1
2 (1 + κ2)

1 κ κ 1
κ κ2 κ2 κ
κ κ2 κ2 κ
1 κ κ 1
 . (2.4)
Como a base é ortogonal, estes operadores densidade são equivalentes a opera-
dores densidade de dois qubits, para os quais existe uma definição precisa e relativamente
simples para o emaranhamento [8, 9].
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2.2.2 Quantificando o emaranhamento em estados de dois
qubits
Para um sistema bipartite puro parcialmente emaranhado, é natural a parametrização
deste emaranhamento através de sua entropia de emaranhamento E, definida como sendo
a entropia de von Neumann de uma das partes do sistema [30]. Pode-se mostrar que
partindo de n cópias idênticas do sistema podemos, apenas por operações locais, destilar
m pares de qubits no estado de singleto. A definição proposta é razoável pois m/n → E
quando n é muito grande. Posteriormente uma fórmula explícita para o cálculo do ema-
ranhamento destes sistemas foi derivada por Hill e Wootters [8] e estendida por Wootters
[9] para estados arbitrários de um sistema de dois qubits.
Seja ρ um estado geral de 2 qubits. Iniciamos definindo a operação de spin-flip,
que será denotada por um til:
ρ˜ = (σy ⊗ σy) ρ∗ (σy ⊗ σy) , (2.5)
onde σy =
 0 −i
i 0
 e o asterisco denota o conjugado complexo de ρ, representado na
base padrão (autoestados de σz).
Definimos agora a concurrence, que de forma simplificada é dada por:
C (ρ) = Max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} , (2.6)
onde os λi são as raízes quadradas dos autovalores da matriz não Hermitiana ρρ˜, em
ordem decrescente.
Por fim definimos o emaranhamento como função da concurrence:
E (ρ) = E (C) , (2.7)
onde
E (C) = H
(
1 +
√
1− C2
2
)
(2.8)
e a função entropia é definida por
H (x) = −x log2 x− (1− x) log2 (1− x) . (2.9)
O valor da concurrence é o mesmo para os estados |Ψ+〉 e |Φ+〉, e é dado por:
C
(
ρΨ+
)
= C
(
ρΦ+
)
= 1− κ
2
κ2 + 1 .
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Por fim obtemos as entropias de emaranhamento:
E (|Ψ+〉) = E (|Φ+〉) = log
(
21 + κ
2
1− κ2
)
+ 2κ1 + κ2 log
(1− κ
1 + κ
)
. (2.10)
Para estes dois estados quase-Bell plotamos a entropia de emaranhamento
como função do fator de compressão r e da amplitude α na figura 2.1 abaixo:
(a) (b)
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Figura 2.1: (a) Entropia de emaranhamento dos estados |Ψ+〉 e |Φ+〉 como função do fator
de compressão r para α ∈ [0.1, 1] (α crescente de 0.1 em 0.1, da curva de baixo para cima). (b)
Entropia de emaranhamento como função da amplitude α para r ∈ [0, 2] (r crescente de 0.2 em
0.2, da curva de baixo para cima).
Os estados componentes |α, r〉 e |−α, r〉 podem ser representados por duas
elipses com eixo maior paralelos ao eixo P e ambas equidistantes da origem, uma à es-
querda e outra à direita. Sabemos que quanto maior a amplitude dos estados e quanto
maior o fator de compressão r, mais distinguíveis são estes estados. Pelos gráficos nota-
mos ainda que quanto mais distinguíveis os estados, maior a entropia de emaranhamento.
Concluímos, portanto, que um maior fator de compressão implica em uma maior entro-
pia de emaranhamento, desde que esta compressão melhore a distinguibilidade entre os
estados (a compressão pode aumentar a sobreposição entre os estados caso o ângulo de
compressão esteja ao redor de θ = pi).
2.3 Estados quase-Bell interpolados
Com base nos estados quase-Bell (eq. 2.1) definimos dois estados |Ψl〉 e |Φl〉 que interpolam
entre os estados quase-Bell da seguinte forma (por exemplo, como feito em [31]):
|Ψl〉 = N (|α, ξ〉A |−α, ξ〉B + l |−α, ξ〉A |α, ξ〉B) ; (2.11)
|Φl〉 = N (|α, ξ〉A |α, ξ〉B + l |−α, ξ〉A |−α, ξ〉B) ; (2.12)
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onde N = 1√
1+l(l+2κ2)
, −1 ≤ l ≤ 1, e ξ = reiθ, com α, r ≥ 0 e 0 ≤ θ < 4pi. Estes
estados são um pouco mais gerais que aqueles da eq. 2.1, pois agora permitimos que a
compressão ocorra ao longo de um eixo inclinado de θ/2 com relação ao eixo da quadratura
Q. A sobreposição entre os estados agora também depende do ângulo de compressão, κ =
e−2α
2[cosh(2r)+sinh(2r) cos θ], e é mínima quando a compressão ocorre ao longo da quadratura
Q, isto é, θ = 0 ou θ = 2pi. Mais adiante veremos que esta generalização será útil para os
problemas de estimativa de fase, já que o estado de sonda ótimo usado para a estimativa
da fase com perturbação pode requerer uma compressão com um ângulo diferente de zero.
Variando-se l de −1 a 1, para ambos os estados, iniciamos com um estado
maximamente emaranhado, passamos por um estado produto e novamente chegamos a
outro estado emaranhado, como representado na figura abaixo para o estado |Ψl〉.
2.3.1 Emaranhamento de um estado quase-Bell interpo-
lado
Como apresentado na seção 2.2.2, iniciamos o cálculo do emaranhamento pelo cálculo da
concurrence. Para ambos os estados interpolados |Ψl〉 e |Φl〉 a concurrence é dada por
C = 2 (1− κ
2) |l|
l2 + 2κ2l + 1 ,
onde κ = 〈α, ξ| − α, ξ〉 = e−2α2[cosh(2r)+sinh(2r) cos θ], e o emaranhamento é dado pela eq. 2.7.
Observamos
Na figura 2.2, plotamos o emaranhamento do estado |Ψl〉 como função do
parâmetro l para diversos valores de κ.
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Figura 2.2: Emaranhamento como função do parâmetro de emaranhamento l do estado inter-
polado |Ψl〉. De cima para baixo κ = {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8}.
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Como já observado anteriormente, o emaranhamento é 1 para l = −1, e para
l = 1 o emaranhamento é maior quanto menor for a sobreposição κ entre os estados.
2.3.2 Número médio de fótons no modo A de um estado
quase-Bell interpolado
Na seção 1.3.1 vimos que o número médio de fótons no estado coerente comprimido |α, ξ〉
é dado por n0 = α2 + sinh2 r. Nesta seção calculamos o número médio de fótons no modo
A do estado emaranhado interpolado |Ψl〉, que é igual ao número médio de fótons do
modo A do estado interpolado |Φl〉. O número médio de fótons no modo B é o mesmo,
mas deve-se ter cuidado com o cálculo da energia caso as frequências de cada modo sejam
diferentes. Por simplicidade assumiremos que ωA = ωB, desta forma poderemos dizer,
sem ambiguidades, que o número total de fótons no estado emaranhado interpolado é
nin = 2nin,A = 2nin,B . (2.13)
O número médio de fótons no modo A é dado por
nin,A = 〈Ψl|nA |Ψl〉
= N2
[
A 〈α, ξ|nA |α, ξ〉A + l2A 〈−α, ξ|nA |−α, ξ〉A +
+ lκA (〈α, ξ|nA |−α, ξ〉A + A 〈−α, ξ|nA |α, ξ〉A)] .
Os termos cruzados do tipo 〈−α, ξ|U |α, ξ〉 (índices A omitidos) podem ser
calculados através da manipulação:
〈−α, ξ|U |α, ξ〉 = 〈0|S† (ξ)D† (−α) U D (−α)S (ξ)S† (ξ)D† (−α) |α, ξ〉
= 〈0|U ′ S† (ξ)D† (−α) |α, ξ〉
= 〈0|U ′ S† (ξ)D† (−α)D (α)S (ξ) |0〉
= 〈0|U ′ S† (ξ)D (2α)S (ξ) |0〉
= 〈0|U ′D
(
2α cosh r + 2αeiθ sinh r
)
|0〉 , (2.14)
onde U ′ é o operador U após a transformação a →
(
a cosh r − eiθa† sinh r − α
)
. Assim
obtemos:
nin,A = N2
[(
1 + l2
)
n0 + lκγ
]
, (2.15)
onde N é o fator de normalização e chamamos
γ ≡ 2Re [〈−α, ξ|nA |α, ξ〉A]
= 2κ
{
sinh2 r − 2α2 [sinh (4r) cos θ + cosh (4r)]
}
.
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Notamos que quando l→ 0 (estado produto) reobtemos a energia n0 do estado
coerente comprimido |α, ξ〉.
2.4 Eficiência energética dos estados quase-Bell
Como vimos na seção 2.2.2, o emaranhamento dos estados |Ψ+〉 e |Φ+〉 não é máximo e é
função apenas da sobreposição κ entre os estados coerentes comprimidos que os compõem,
sendo maior quanto menor for κ:
E (κ) = log
(
21 + κ
2
1− κ2
)
+ 2κ1 + κ2 log
(1− κ
1 + κ
)
, (2.16)
com κ = e−2α2[cosh(2r)+sinh(2r) cos θ].
Para estes estados, reparametrizando o emaranhamento em termos do nú-
mero médio de fótons n0 (no estado coerente comprimido) e da fração de compressão
β (vide seção 1.3.2), já considerando o ângulo de menor sobreposição θ = 0, obtemos
κ = e2(β−1)n0
(
2βn0+2
√
βn0(βn0+1)+1
)
. Na figura 2.3 fixamos o número médio de fótons de
entrada nin no estado emaranhado e calculamos o emaranhamento como função da fração
de compressão β. Note que neste caso n0 é dependente de β, para que o número total de
fótons no estado emaranhado seja fixo.
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Figura 2.3: Emaranhamento dos estados quase-Bell |Ψ+〉 e |Φ+〉 como função da fração de
compressão β, mantendo-se fixo o número médio de fótons total do estado. De baixo para cima
nin = {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2}.
Temos que para um dado número total de fótons nin, nos modos A e B do
estado de entrada, a fração de compressão que maximiza o emaranhamento está entre 0
e 1, ou seja, os estados emaranhados baseados em estados gaussianos puros que possuem
maior emaranhamento para uma determinada energia são baseados em estados coerentes
comprimidos e não em estados apenas coerentes ou de vácuo comprimido.
Na eq. 2.16 vemos que o emaranhamento depende somente da sobreposição κ
entre os estados |α, ξ〉 e |−α, ξ〉. Para maximizar o emaranhamento devemos minimizar
esta sobreposição, afastando os dois estados o máximo possível no espaço de fases. Para
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estados coerentes toda a energia é usada em deslocamento, já para estados coerentes
comprimidos temos uma parcela de energia em deslocamento e compressão. É neste
ponto que a compressão surge como um diferencial para o uso eficiente da energia na
geração de emaranhamento: um pouco de energia extra para compressão permite reduzir
κ mais do que um pouco de energia extra no deslocamento.
Quando há muita energia disponível, a sobreposição κ torna-se desprezível e
vemos que para nin > 1.0 um conjunto crescente de valores de β ao redor de 0.4 é pratica-
mente ótimo, maximizando o emaranhamento para uma determinada energia disponível.
Por fim, o emaranhamento torna-se nulo quando a fração de compressão β
se aproxima de 1. Neste caso temos que α → 0 e os estados |α, ξ〉 e |−α, ξ〉 tornam-se
idênticos neste limite, isto é, os estados |Ψ+〉 e |Φ+〉 tornam-se o estado produto |0, ξ〉 |0, ξ〉,
que é separável.
2.5 Conclusão
Neste capítulo nós definimos os estados quase-Bell através da combinação de estados
coerentes comprimidos e calculamos o emaranhamento destes estados. Observamos que os
estados |Ψ−〉 e |Φ−〉 são de fato estados de Bell (com emaranhamento máximo), enquanto
o emaranhamento entre os estados |Ψ+〉 e |Φ+〉 depende apenas da sobreposição κ =
〈α, r| − α, r〉. De forma a obter um parâmetro extra para o emaranhamento destes estados,
nós definimos os estados quase-Bell interpolados |Ψl〉 e |Φl〉, onde −1 < l < 1 e desta vez
a compressão dos estados componentes se dá ao longo de um eixo rotacionado no plano
das quadraturas. Para estes estados interpolados nós recalculamos o emaranhamento e
o número médio de fótons e observamos que para estados que possuem esta estrutura
o emaranhamento é otimizado quando a energia disponível é aplicada em compressão e
deslocamento dos estados componentes.
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3 Estados de Werner
O emaranhamento e a não localidade são recursos fundamentais para o processamento de
informação quântica. Canais ruidosos influenciam fortemente a eficiência destas tarefas
de processamento pois causam a perda do emaranhamento. Um estado com ruído pode
ser ilustrado de forma simples com o uso dos chamados estados de Werner [5]. Os estados
de Werner são formados por uma mistura de um estado maximamente emaranhado e um
estado separável maximamente misturado [32]:
ρW = p |Ψ〉 〈Ψ|+ (1− p)
d2
I1 ⊗ I2 , 0 ≤ p ≤ 1 , (3.1)
onde
|Ψ〉 = 1√
d
d∑
i=1
|i〉1 |i〉2
é o estado maximamente emaranhado no espaço de Hilbert d-dimensional e I denota o
operador identidade.
A introdução de uma mistura no operador densidade do estado emaranhado
leva à redução do emaranhamento e eventual separação dos dois modos do estado. O
estado de Werner e sua inseparabilidade é caracterizada pelo parâmetro p, que representa a
probabilidade de o estado estar maximamente emaranhado. Pode-se mostrar que o estado
de Werner está emaranhado se e somente se p > 1(1+d) . Na próxima seção demonstraremos
isto para d = 2.
3.1 Estados de Werner de 2 qubits: separabilidade
e emaranhamento
Para d = 2, temos o caso mais simples de estado de Werner onde temos um estado de
Bell na parte emaranhada e um produto de identidades na parte mista. Representado na
base ordenada {|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉} este estado fica:
ρW (p) =

p
2 +
1−p
4 0 0
p
2
0 1−p4 0 0
0 0 1−p4 0
p
2 0 0
p
2 +
1−p
4
 . (3.2)
3.1.1 Critério de separabilidade de Peres-Horodecki
O critério de Peres-Horodecki baseia-se no fato de que a transposição parcial transforma
um estado não-separável em um estado não físico, com autovalores negativos. Para siste-
mas 2× 2 e 2× 3 sabe-se que este critério é necessário e suficiente para a separabilidade
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e acredita-se que para sistemas maiores o critério é apenas necessário, sendo assim incon-
clusivo [6].
Para aplicarmos o critério de Peres-Horodecki é mais simples escrevermos os
elementos da matriz densidade explicitamente, com todos os seus índices. A seguir reali-
zamos a transposição parcial no subsistema 1:
σmµ,nν ≡ ρnµ,mν , (3.3)
onde índices latinos se referem ao subsistema 1 e índices gregos ao subsistema 2. Pode-se
mostrar que se a matriz densidade original ρ for separável, nenhum dos autovalores de σ
serão negativos. Para sistemas 2× 2 e 2× 3, se algum dos autovalores de σ for negativo,
então o sistema não é separável [6].
Como exemplo calcularemos para quais valores do parâmetro p o estado de
Werner de 2 qubits é não-separável. Fazemos a transposição parcial no subsistema 1 da
eq. 3.2 e a seguir calculamos os autovalores. Obtemos três autovalores iguais a 1+p4 e
um autovalor menor, igual a 1−3p4 . O estado de Werner de dois qubits está emaranhado
quando ao menos um destes autovalores for negativo, ou seja, quando:
1− 3p
4 < 0 → p >
1
3 . (3.4)
3.1.2 Estado de Werner baseado em estados não maxi-
mamente emaranhados
Interpolando entre o estado |00〉 e o estado de Bell |Φ+〉, definimos o estado parcialmente
emaranhado [33]:
|Φ (l)〉 = 1√
1 + l2
(|00〉+ l |11〉) ,
onde 0 ≤ l ≤ 1, por simplicidade.
Para a parte mista vamos utilizar o produto dos traços em cada subsistema do
caso anterior, mas usando um parâmetro independente s no lugar de l:
ρMist (s) = Tr2 [|Φ (s)〉 〈Φ (s)|]⊗ Tr1 [|Φ (s)〉 〈Φ (s)|] = 1(1 + s2)2

1 0 0 0
0 s2 0 0
0 0 s2 0
0 0 0 s4
 .
Chegamos assim a um estado tipo Werner cuja parte emaranhada é apenas
parcialmente emaranhada e a parte mista não possui entropia de von Neumann máxima
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[21]:
ρW (p, l, s) =

p
1+l2 +
1−p
(1+s2)2 0 0
lp
1+l2
0 (1−p)s2(1+s2)2 0 0
0 0 (1−p)s2(1+s2)2 0
lp
1+l2 0 0
l2p
1+l2 +
(1−p)s4
(1+s2)2
 . (3.5)
Utilizando o critério de Peres-Horodecki concluímos que o estado ρW (p, l, s)
só não é separável quando:
p >
1
1 + l(1+l2)
(
1+s2
s
)2 . (3.6)
Este critério está representado na figura 3.1.
Figura 3.1: Parâmetro p mínimo para que o estado ρW (p, l, s) não seja mais separável.
Apesar de bastante simples e um pouco arbitrário, o estado de Werner que
definimos na eq. 3.5 nos permite compreender a separabilidade de estados mais complexos,
como aquele estudado por Miˇsta et al. [32] (próxima seção) e também os estados deWerner
que nós definiremos mais adiante.
Pela definição, l indica o grau de emaranhamento da parte emaranhada e s
indica o grau de mistura da parte mista. Quando temos pouco emaranhamento disponível
na parte emaranhada (l pequeno), precisamos de uma maior contribuição p para que
o estado de Werner seja não separável. Quando a parte mista é pouco misturada (s
pequeno), o estado de Werner é pouco afetado pelo "ruído" introduzido, e assim uma
pequena contribuição p da parte emaranhada é suficiente para que o estado seja não
separável. Por fim, quando temos máximo emaranhamento em |Φ (l)〉 e máxima mistura
em ρMist (s), obtemos a condição bem conhecida de não separabilidade dos estados de
Werner com 2 qubits, p > 13 (eq. 3.4).
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3.2 Estados de Werner baseados em NOPA e es-
tados térmicos
Além dos 2-qubits [5], os estados de Werner podem ser definidos com base em uma ampla
gama de estados, como estados contínuos [2, 32, 34, 35] e até mesmo híbridos [36].
Em especial, Miˇsta et al. [32] usam um estado de vácuo comprimido de dois
modos, gerado em um amplificador paramétrico óptico não degenerado (NOPA), em as-
sociação com estados térmicos, um em cada modo do campo, para a definição de um
estado de Werner. As características deste estado são então analisadas: separabilidade,
não localidade, compressão e seu uso em um protocolo de teletransporte. Eles introdu-
zem ainda um “Mapeamento para um sistema de dois qubits” que permite uma análise
da separabilidade como função do parâmetro p.
Aplicado ao estado proposto (NOPA + térmico), o mapeamento gerou 2 qubits
preparados no estado:
ρW (p, λ1, λ2) =

p
1+λ21
+ 1−p(1+λ22)2
0 0 pλ11+λ21
0 (1−p)λ
2
2
(1+λ22)2
0 0
0 0 (1−p)λ
2
2
(1+λ22)2
0
pλ1
1+λ21
0 0 pλ
2
1
1+λ21
+ (1−p)λ
4
2
(1+λ22)2

, (3.7)
onde λ1 = tanh r, λ2 = tanh s, r é o parâmetro de compressão e 〈n〉T = sinh2 s é o número
médio de fótons térmicos em cada modo.
Notamos que o estado (eq. 3.7) é idêntico ao estado (eq. 3.5) definido na seção
anterior para dois qubits parcialmente emaranhados e o produto de seus subsistemas
isolados. Pensando apenas na parte emaranhada, aumentar a compressão r implica em um
emaranhamento maior tanto do estado original quanto dos qubits mapeados. Da mesma
forma, aumentando-se o número médio de fótons térmicos, temos dois qubits separados
com uma maior entropia de von Neumann. O fato de a entropia de von Neumann não
ser máxima para a parte misturada é responsável pelo comportamento de pmı´n, que vai a
zero quando λ2 → 0.
3.3 Estados de Werner baseados em estados coe-
rentes comprimidos
Usaremos nesta seção o estado |Φ+〉 para a parte emaranhada do estado de Werner. Este
estado é apenas parcialmente emaranhado, mas no limite α → ∞ torna-se o estado de
Bell |Φ+〉 mencionado na seção 3.1.2. Representando este estado na base de estados de
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Fock (eq. 1.14) e efetuando alguma álgebra obtemos o operador densidade:
ρΦ+ (α, r) = λ2sq
∞∑
m,n,s,t=0
[
1
2 tanh r
](m+n+s+t)/2
√
m!n!s!t!
Hm
 αer√
sinh(2r)
×
Hn
 αer√
sinh(2r)
× Hs
 αer√
sinh(2r)
Ht
 αer√
sinh(2r)
×
[(−1)m + (−1)n]
[
(−1)s + (−1)t
]
|m,n〉 〈s, t| , (3.8)
onde λsq = 1√2(1+κ2)
e
− α2ercosh r
cosh r .
Para a parte mista usaremos o produto dos traços em cada subsistema:
ρMΦ+ (α, r) = λ4sq
∞∑
m,n,s,t=0
[
1
2 tanh r
](m+n+s+t+2p+2q)/2
√
m!n!s!t!p!q!
Hm
 αer√
sinh(2r)
×
Hn
 αer√
sinh(2r)
Hs
 αer√
sinh(2r)
Ht
 αer√
sinh(2r)
×
Hp
 αer√
sinh(2r)
Hq
 αer√
sinh(2r)
2 ×
[(−1)m + (−1)p] [(−1)p + (−1)s] [(−1)n + (−1)q]×[
(−1)q + (−1)t
]
|m,n〉 〈s, t| . (3.9)
Por fim, a matriz densidade do estado de Werner fica:
ρWΦ+ (p, α, s) = pρΦ+ (α, r) + (1− p) ρMΦ+ (α, r) . (3.10)
3.4 Mapeamento para um sistema de 2 qubits por
operações locais
O estado (eq. 3.10) pode ser mapeado para um sistema de 2-qubits por meio de operações
locais. Em particular, seguiremos os passos de Miˇsta et al. [32]. Estas operações locais
incondicionais não são capazes de aumentar o emaranhamento ou a não localidade entre
as partes (A, 1) e (B, 2) onde A e B se referem ao campo e 1 e 2 se referem aos qubits.
Consideremos que em cada lado o qubit é implementado por um átomo inte-
ragindo de forma ressonante com um dos modos do campo. O efeito do hamiltoniano
Hint = i~Ω
(
|1〉 〈0| a√n− |0〉 〈1|√na
)
, (3.11)
que pode ser considerado um modelo de Jaynes-Cummings não linear, é implementar o
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mapeamento dos estados dos campos sobre os átomos:
ρ
′
W = TrAB
(
χA1χB2ρ
T
W ⊗ I1 ⊗ I2
)
, (3.12)
onde
χA1 =
∞∑
m=0
1∑
k,l=0
|2m+ k〉AA 〈2m+ l| ⊗ |k〉11 〈l| ,
e χB2 é obtido trocando-se A→ B e 1→ 2.
Um pouco de álgebra nos permite obter um método simplificado de se aplicar
este mapa, como apresentaremos a seguir.
Seja um estado qualquer do campo escrito na base de estados de Fock:
ρ =
∞∑
m,n,s,t
C (m,n, s, t) |m,n〉 〈s, t| . (3.13)
A aplicação do mapa (eq. 3.12) prepara os qubits dos átomos no estado:
ρ′ =
1∑
l1,l2=0
1∑
k1,k2=0
∞∑
m1,m2=0
C (2m1 + k1, 2m2 + k2, 2m1 + l1, 2m2 + l2) |k1, k2〉 〈l1, l2| .
(3.14)
3.4.1 Análise da efetividade do mapeamento
Já calculamos o grau de emaranhamento do estado quase-Bell formado por estados com-
primidos |Φ+〉 (eq. 3.8) como função dos parâmetros α e r na seção 2.2.2. Nesta seção
aplicaremos o mapa (eq. 3.12) sobre este estado e compararemos o emaranhamento com
os resultados anteriores para checar a confiabilidade deste mapa neste tipo de estado.
Partindo da eq. 3.8 e usando o resultado dado pela eq. 3.14, obtemos:
ρ
′
Φ+ =

4pS21λ2sq 0 0 −2S22λ2sq tanh r
0 0 0 0
0 0 0 0
−2S22λ2sq tanh r 0 0 S23λ2sq tanh2 r
 , (3.15)
em que, para compactar a notação, chamamos:
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S1 =
∑∞
m=0
H22m
(
erα√
sinh(2r)
)
(2m)!
(
tanh r
2
)2m
;
S2 =
∑∞
m=0
H2m
(
erα√
sinh(2r)
)
H1+2m
(
erα√
sinh(2r)
)
√
(1+2m)(2m)!
(
tanh r
2
)2m
;
S3 =
∑∞
m=0
H21+2m
(
erα√
sinh(2r)
)
(1+2m)!
(
tanh r
2
)2m
;
S4 =
∑∞
m=0
H2m
(
erα√
sinh(2r)
)
[1+(−1)m]
m!
(
tanh r
2
)m
;
S5 =
∑∞
m=0
H2m
(
erα√
sinh(2r)
)
[1−(−1)m]
m!
(
tanh r
2
)m
.
3.4.1.1 Redução para o caso coerente e para um estado de Bell
Quando fazemos r → 0 na matriz (3.15), verificamos que recaímos no resultado mais
simples para o caso coerente:
ρ
′
Φ+ =

4λ2 cosh2 (α2) 0 0 −4α2λ2
[∑∞
m=0
α4m√
(1+2m)(2m)!
]2
0 0 0 0
0 0 0 0
−4α2λ2
[∑∞
m=0
α4m√
(1+2m)(2m)!
]2
0 0 4λ2 sinh2 (α2)

, (3.16)
onde λ = e−α
2√
2(1+e−4α2)
.
É curioso notar que no limite α → ∞, o mapa leva um estado de Bell |Φ+〉
com estados coerentes a um estado de Bell |Φ−〉 para os qubits.
3.4.1.2 Emaranhamento dos qubits
Na figura 3.2 calculamos o emaranhamento para os qubits (eq. 3.15) através do mé-
todo apresentado na seção 2.2.2 e comparamos com o emaranhamento do próprio campo
(eq. 2.10). Observamos que o mapa é ineficiente na transmissão do emaranhamento da luz
para os qubits em determinadas regiões de parâmetros (α, r). Esta ineficiência das intera-
ções locais causam perda de emaranhamento, implicando que o emaranhamento calculado
na figura 3.2(c) é apenas uma estimativa de um limite inferior para o emaranhamento dos
estados da luz.
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Figura 3.2: (a) Comparação do emaranhamento como função de α para estados quase-Bell
|Ψ+〉 baseados em estados coerentes (r = 0) antes e após o mapa. (b) Comparação do ema-
ranhamento como função de r para estados quase-Bell |Ψ+〉 baseados em estados coerentes
comprimidos, com α = 0.3, antes e após o mapa. A curva vermelha representa o emaranha-
mento calculado diretamente na seção 2.2.2 e a curva azul indica o emaranhamento entre os
qubits mapeados. Quando α é grande, a curva azul tende a ser monotônica decrescente em fun-
ção de r. Percebemos uma incapacidade de o mapa transferir o emaranhamento para os qubits
quando r é grande. (c) Emaranhamento como função de α e r. Os qubits mapeados tornam-se
um estado de Bell quando α→∞.
3.5 Não separabilidade dos estados de Werner
Na seção anterior, mostramos que o mapa apresentado por Miˇsta et al. [32] é inadequado
para estados emaranhados quase-Bell baseados em estados coerentes comprimidos. Nosso
objetivo é estudar a não separabilidade dos estados de Werner baseados nestes estados
e tal mapa, realizado por operações locais que interagem a luz com qubits atômicos,
simplificaria esta análise reduzindo o espaço de Hilbert infinito para um espaço 2 × 2.
Porém, as interações sugeridas, ótimas para estados de um NOPA, não são capazes de
transferir completamente o emaranhamento dos nossos estados para os qubits, limitando
a nossa análise a estimativas de limites inferiores para o emaranhamento.
Nesta seção repetimos o cálculo da seção 2.2.1, em analogia com o cálculo
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proposto por Jeong et. al. [28], e representamos a parte mista do estado de Werner
também na base ortogonal formada por |ψ〉 e |φ〉 e reduzindo o espaço de Hilbert.
Para a parte mista usamos o produto dos traços parciais em cada subsistema.
Para isso partimos da expansão na base de Fock (eq. 3.8), fazemos o traço e reconhecemos
novamente os estados comprimidos:
ρMΦ+ =
e−2α
2sechr
4 (κ2 + 1)2 cosh2 r
(K2 |−α, r〉 〈α, r|+K2 |α, r〉 〈−α, r|+
+K1 |−α, r〉 〈−α, r|+K1 |α, r〉 〈α, r|)
⊗ (K2 |−α, r〉 〈α, r|+K2 |α, r〉 〈−α, r|+K1 |−α, r〉 〈−α, r|+K1 |α, r〉 〈α, r|) ,
onde
K1 =
∞∑
q=0
(
1
2 tanh r
)q
q! H
2
q
 αer√
sinh (2r)
 = eα2ersechr cosh r ;
K2 =
∞∑
q=0
(−1)q
(
1
2 tanh r
)q
q! H
2
q
 αer√
sinh (2r)
 = e−α2e3rsechr cosh r .
Realizando o procedimento de mudança de base podemos representar o estado
como:
ρMΦ+ =

1
4 x x 4x
2
x 14 4x
2 x
x 4x2 14 x
4x2 x x 14
 , (3.17)
onde
x = κ2 (1 + κ2) =
1
4sech
(
2α2e2r
)
.
Definimos, por fim, o estado de Werner:
ρWΦ+ = pρΦ+ + (1− p)ρMΦ+ , (3.18)
onde ρΦ+ é dado pela eq. 2.4:
ρΦ+ =
1
2 (1 + κ2)

1 κ κ 1
κ κ2 κ2 κ
κ κ2 κ2 κ
1 κ κ 1
 .
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3.5.1 Separabilidade pelo critério de Peres-Horodecki
Aplicando o critério de Peres-Horodecki ao estado de Werner (eq. 3.18) chegamos à se-
guinte condição para que o estado seja não separável:
p >
4
κ2 + 3 − 1 .
Fazemos um gráfico do comportamento de pMı´n para que o estado não seja
mais separável na figura 3.3.
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Figura 3.3: Gráfico de pMı´n como função de κ. O comportamento de κ em termos de α e r é
dado por κ = 〈α, r| − α, r〉 = e−2α2e2r .
Vemos que quando usamos estados com baixa sobreposição (κ → 0), a parte
emaranhada torna-se maximamente emaranhada e a parte mista torna-se maximamente
mista e reobtemos a condição de não separabilidade para 2 qubits p > 1/3 dada pela
eq. 3.4. Já quando κ > 0, o estado quase-Bell ρΦ+ se torna menos emaranhado, mas
também o estado ρMΦ+ se torna menos misto. No limite κ→ 1, a parte mista do estado
de Werner é praticamente pura, enquanto a parte emaranhada ainda tem um pouco de
emaranhamento. Neste limite notamos que mesmo quando a probabilidade p de o estado
estar emaranhado é muito baixa, ainda temos a propriedade de não separabilidade.
3.6 Estados de Werner baseados em estados inter-
polados |Φl〉
Na seção 2.3 vimos que a concurrence e, por conseguinte, o emaranhamento dos estados
|Φl〉 e |Ψl〉, são iguais. Nesta seção focaremos nos estados |Φl〉 e definiremos uma nova
classe de estados de Werner. Relembrando, definimos o estado quase-Bell interpolado |Φl〉
como:
|Φl〉 = N (|α, ξ〉A |α, ξ〉B + l |−α, ξ〉A |−α, ξ〉B) , (3.19)
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ondeN = 1√
1+l(l+2κ2)
. Este estado é o estado maximamente emaranhado |Φ−〉 para l = −1
e o estado quase-Bell |Φ+〉 para l = 1, passando pelo estado produto |α, ξ〉A |α, ξ〉B em
l = 0. Representado na base de estados ortogonais {|ψ〉 , |φ〉}, introduzida na seção 2.2.1,
a matriz densidade ρΦl fica:
ρΦl =
N2
4

c− 2b (a− b)κ (a− b)κ 2a− c
(a− b)κ aκ2 aκ2 (a+ b)κ
(a− b)κ aκ2 aκ2 (a+ b)κ
2a− c (a+ b)κ (a+ b)κ c+ 2b
 ,
onde agrupamos
a = (1 + l)2
b = (1− l2)
√
1− κ2
c = 2(1 + l2)− κ2(1− l)2 .
Definimos também o estado misto ρMΦl como sendo o produto dos traços
parciais deste estado emaranhado em cada subsistema:
ρMΦl = TrB (ρΦl)⊗ TrA (ρΦl) .
Representando este estado misto na base de estados ortogonais {|ψ〉 , |φ〉} te-
mos:
ρMΦl =
1
4n2

(n− b)2 a(n− b)κ a(n− b)κ a2κ2
a(n− b)κ n2 − b2 a2κ2 a(n+ b)κ
a(n− b)κ a2κ2 n2 − b2 a(n+ b)κ
a2κ2 a(n+ b)κ a(n+ b)κ (n+ b)2
 ,
onde agrupamos:
a = (1 + l)2
b = (1− l2)
√
1− κ2
n = 1/N2 .
e por fim definimos o estado de Werner resultante da combinação destes dois
estados:
ρWΦl = pρΦl + (1− p)ρMΦl .
Analisamos agora a condição de não separabilidade desses estados e obtemos
seu emaranhamento.
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3.6.1 Separabilidade pelo critério de Peres-Horodecki
Aplicando o critério de Peres-Horodecki observamos que para l > 0 apenas o autovalor
λ1 =
(1− κ2)2 l2
(1 + l2 + 2lκ2)2
− p(1− κ
2) (l + l2 + l3 + l2κ2)
(1 + l2 + 2lκ2)2
pode tornar-se negativo, quando:
p >
(1− κ2) l
1 + l + l2 + lκ2 ,
enquanto para l < 0, apenas o autovalor
λ2 =
(1− κ2)2 l2
(1 + l2 + 2lκ2)2
+ p(1− κ
2) (l − l2 + l3 + 3l2κ2)
(1 + l2 + 2lκ2)2
pode tornar-se negativo, quando:
p >
(κ2 − 1) l
1− l + l2 + 3lκ2 .
Ambas as regiões estão representadas na figura 3.4 abaixo.
Figura 3.4: Parâmetro pmínimo a partir do qual o estado de Werner ρWΦl não é mais separável.
Para l→ −1, a parte emaranhada do estado de Werner é maximamente ema-
ranhada e a parte mista é maximamente mista, exceto para κ = 1, quando temos uma
indefinição. Nesta região, o estado se comporta como o estado de Werner original para
2 qubits (eq. 3.1). Quando κ → 0, os estados quase-Bell interpolados se tornam estados
de Bell interpolados (seção 3.1.2 para l = s) e o comportamento é simétrico entre os dois
lados do eixo l. Quando l ≈ 0, a parte mista é praticamente pura e uma pequena presença
de emaranhamento é suficiente para deixar o estado não separável. Algo similar ocorre
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quando κ→ 1, em que os dois estados que compõem o estado quase-Bell são praticamente
idênticos, levando a um estado produto. Por fim, para l → 1 reobtemos os resultados da
seção 3.5.1, onde a sobreposição κ determina o grau de emaranhamento e mistura dos
componentes do estado de Werner.
3.6.2 Emaranhamento
Pelo procedimento da seção 2.2.2, calculamos o emaranhamento para o estado de Werner
ρWΦl a partir do cálculo da concurrence. Na figura 3.5 mostramos gráficos de contorno
do emaranhamento como função do parâmetro de interpolação do emaranhamento l, e da
probabilidade p de o estado de Werner ser o estado emaranhado.
(a) κ = 0, 01 (b) κ = 0, 6 (c) κ = 0, 9
Figura 3.5: Emaranhamento do estado de Werner ρWΦl como função de sua probabilidade de
estar emaranhado, p, e do parâmetro de interpolação l para diferentes κ.
Estes resultados são bastante intuitivos: quando l está longe de zero temos
emaranhamento e quanto maior o parâmetro p, maior é este emaranhamento. Outro
comportamento natural é o desaparecimento do emaranhamento para l > 0 quando au-
mentamos κ: como discutido na seção 2.3, o emaranhamento para estes estados depende
muito do parâmetro κ, assim como ocorre para o estado quase-Bell |Φ+〉. Por fim, notamos
que o lado esquerdo dos gráficos sofre menos influência de um aumento da sobreposição
κ entre os estados e isto se deve ao fato de que quando l → −1, o emaranhamento do
estado quase-Bell se torna cada vez mais independente de κ, convergindo para a unidade
neste limite.
3.7 Conclusão
Os estados de Werner são interessantes pois mimetizam uma possível interação dissipativa
com o ambiente de forma parametrizada. Nas seções 3.1.2 e 3.2, observamos que a combi-
nação de um estado de vácuo comprimido de dois modos (NOPA) com um estado térmico
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produz um estado de Werner que quando mapeado em 2 qubits através de interações locais
[32] produz um estado idêntico à combinação de um estado de Bell interpolado com um
estado de mistura interpolado. A seguir, demonstramos que este mesmo mapeamento é
ineficiente em transferir o emaranhamento dos estados quase-Bell que definimos para os
qubits, o que nos obriga usar outros métodos de cálculo do emaranhamento e separabili-
dade. Na seção 3.5 aplicamos os resultados da seção 2.2.1, reduzindo o espaço de Hilbert
pela definição de uma base ortogonal, e na seção seguinte estudamos estados de Werner
mais gerais baseados em estados quase-Bell interpolados. A nossa definição de uma base
ortogonal para a representação desses estados de Werner com estados quase-Bell impede
que a parte emaranhada seja independente da parte misturada (os estados componentes
|α, ξ〉 e |−α, ξ〉 devem ser os mesmos em ambas as partes), razão pela qual não pudemos
definir parâmetros independentes l e s como fizemos para os 2 qubits da seção 3.1.2. Um
estudo mais geral, onde cada parte do estado de Werner é considerada independente, é
deixado para trabalhos posteriores.
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4 Introdução à teoria da estimativa quântica
A Metrologia Quântica é o uso das características não clássicas da Mecânica Quântica,
como compressão e emaranhamento, para a realização de medições ultra-precisas, além
do limite clássico. Neste capítulo introduzimos alguns conceitos da Teoria da Estimativa
Quântica (Quantum Estimation Theory), em especial a Informação Quântica de Fisher
(Quantum Fisher Information - QFI ) e a Desigualdade de Cramér-Rao Quântica (Quan-
tum Cramér-Rao Bound). Nos capítulos seguintes usaremos a compressão e o emara-
nhamento de estados da luz para a estimativa quântica de fase, mesmo na presença de
perturbações e ruídos.
4.1 Definicões
Quando queremos estimar um parâmetro desconhecido em um sistema quântico, tipica-
mente preparamos uma sonda, a deixamos interagir com o sistema e então medimos a
sonda. Se o mecanismo físico que governa a dinâmica do sistema é conhecido, podemos
deduzir o valor do parâmetro ao compararmos os estados de saída com os estados de
entrada. Como os estados quânticos raramente são distinguíveis com certeza, geralmente
temos uma incerteza estatística nesta estimativa [37].
Consideremos o problema da estimativa de um parâmetro φ codificado em um
estado quântico ρφ. Iniciamos com a medição de um observável x que pode ser ou não o
próprio parâmetro φ, caso ele seja um observável ou não.
Nesta medida de x temos uma probabilidade condicional p (x|φ) de obtermos
x quando o parâmetro tem valor φ. Esta distribuição p (x|φ) possui informações de φ
que devem ser extraídas através de um estimador estatístico φˆ (x). A quantidade de
informação presente na distribuição p (x|φ) depende do tipo de medição realizada e a
escolha do estimador determina quão precisa será a estimativa de φ, sendo esta precisão
limitada pela quantidade de informação presente em p (x|φ). Reconhecemos aqui três
fatores que influenciam a precisão da estimativa de φ: o estado de entrada, também
denominado estado sonda, o tipo de medida usada para obtenção dos dados e o tipo de
estimador usado para a extração do parâmetro φ a partir destes dados.
A precisão na estimativa do parâmetro φ, através da medição de x, é limitada
pela desigualdade de Cramér-Rao (Cramér-Rao Bound):
δφ ≥ 1
F (φ) , (4.1)
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onde δφ é a variância do estimador de φ e
F (φ) =
ˆ
p(x|φ)
(
∂
∂φ
log p(x|φ)
)2
dx (4.2)
é a informação clássica de Fisher (FI). A desigualdade de Cramér-Rao é válida para todos
os problemas de estimativa clássica descritos por uma probabilidade condicional p(x|φ)
[38]. Os melhores estimadores são aqueles que saturam a desigualdade de Cramér-Rao
(eq. 4.1), tirando máximo proveito de toda a informação contida na distribuição p (x|φ).
4.2 Derivação informal da desigualdade de Cramér-
Rao
Um estimador φˆ (x) é dito não tendencioso quando o seu valor esperado coincide com o
valor verdadeiro do parâmetro φ após um número arbitrariamente grande de medidas.
Matematicamente temos [39]:
E
[
φˆ− φ
]
=
ˆ [
φˆ− φ
]
p (x|φ) dx = 0 , (4.3)
onde E
[
φˆ
]
=
´
φˆ (x) p (x|φ) dx é o valor esperado do estimador φˆ, e p (x|φ) é a função
de verossimilhança (probabilidade de se observar x dado o parâmetro φ). Derivando esta
expressão com relação a φ temos:
∂
∂φ
ˆ [
φˆ− φ
]
p (x|φ) dx = 0
ˆ (
φˆ− φ
) ∂p (x|φ)
∂φ
dx−
ˆ
p (x|φ) dx = 0
ˆ (
φˆ− φ
)√
p (x|φ)
 1√
p (x|φ)
∂p (x|φ)
∂φ
 dx = 1 ,
onde usamos o fato
´
p (x|φ) dx = 1 e pusemos 1/
√
p (x|φ) em evidência. Elevando esta
expressão ao quadrado temos:
ˆ (φˆ− φ)√p (x|φ)
 1√
p (x|φ)
∂p (x|φ)
∂φ
 dx
2 = 1 .
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 〈y, y〉, logo
ˆ (
φˆ− φ
)2
p (x|φ) dx ·
ˆ 1
p (x|φ)
(
∂p (x|φ)
∂φ
)2
dx ≥ 1
δφ · F (φ) ≥ 1 ,
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de onde obtemos a desigualdade de Cramér-Rao:
δφ ≥ 1
F (φ) , (4.4)
onde δφ = E
[(
φˆ− φ
)2]
é a variância do estimador φ, e a informação de Fisher disponível
na distribuição p (x|φ) é dada por:
F (φ) =
ˆ 1
p (x|φ)
(
∂p (x|φ)
∂φ
)2
dx =
ˆ
p(x|φ)
(
∂
∂φ
ln p(x|φ)
)2
dx . (4.5)
Quanto maior é a informação de Fisher, menor é o limitante inferior para
a variância δφ de qualquer estimador estatístico escolhido, ou seja, maior é a precisão
possível na estimativa de φ. Observamos na eq. 4.5 que a informação de Fisher depende
da forma como a distribuição p (x|φ) varia com φ: quanto mais a distribuição se modifica
com uma pequena variação de φ, maior é a informação de Fisher. Isto nos leva à noção
intuitiva de que uma medida bem escolhida deve ser sensível a pequenas variações do
parâmetro a ser estimado, e esta sensibilidade é representada por ∂p/∂φ.
4.3 A informação quântica de Fisher
Nesta seção consideramos as medições em mecânica quântica de forma a obter uma quan-
tidade equivalente à informação de Fisher. Após algumas manipulações obtemos uma
quantidade ainda mais geral que depende apenas do estado a ser medido e serve como
limitante superior à informação de Fisher.
Temos que uma medição, parametrizada por operadores positive operator va-
lued measure (POVM) {Πx}, pode ser completamente descrita através da distribuição de
probabilidades condicional p(x|φ) = Tr[ρφΠx]. Na eq. 4.5 usamos também a derivada
desta distribuição:
∂p(x|φ)
∂φ
= Tr
[
∂ρφ
∂φ
Πx
]
,
e para isso definimos um operador Lφ denominado Derivada Logarítmica Simétrica (sym-
metric logarithmic derivative [40]) através da equação:
∂ρφ
∂φ
= Lφρφ + ρφLφ2 . (4.6)
Pode-se demonstrar [40] que a Informação Clássica de Fisher, para qualquer
POVM, é limitada superiormente por
F (φ) ≤ H(φ) , (4.7)
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onde
H(φ) = Tr
[
ρφL
2
φ
]
(4.8)
é a informação quântica de Fisher (Quantum Fisher Information - QFI) [40, 41]. Esta
desigualdade leva à desigualdade de Cramér-Rao quântica
δφ ≥ 1
H(φ) . (4.9)
Pode-se demonstrar ainda que este limite é, em princípio, alcançável. Isto é,
sempre existe um POVM cuja informação clássica de Fisher é igual à informação quântica
de Fisher. Observando a eq. 4.9, fica claro que um valor maior da QFI corresponde a uma
maior precisão obtenível a partir do estado codificado ρφ.
4.4 Múltiplas medições
Para se reduzir a incerteza da estimativa de um parâmetro podemos usar M sondas
idênticas e independentes. Do teorema do limite central para um grande número de
medições M , o erro da estimativa de φ decresce com [37, 39]
∆φ =
√
δφ√
M
. (4.10)
A única maneira de se reduzir este erro é através de uma redução de δφ,
melhorando-se a resposta que a sonda produz ao interagir com o sistema. Giovannetti
et al. [37, 42] mostram que o limitante inferior geral para o erro da estimativa de um
parâmetro tem dependência
∆φ ∝ 1
M
(4.11)
com o número de medidas. Este aprimoramento de
√
M pode ser atingido com o uso de
efeitos quânticos, como emaranhamento e compressão.
4.5 Estimativa quântica com estados puros
Consideremos inicialmente o caso da estimativa quântica de um parâmetro codificado em
um estado puro, ρφ = |ψφ〉 〈ψφ|. Para estados puros temos que ρ2φ = ρφ e a derivada do
operador densidade pode ser expressa como:
∂ρφ
∂φ
=
∂ρ2φ
∂φ
=
(
∂ρφ
∂φ
)
ρφ + ρφ
(
∂ρφ
∂φ
)
.
Por comparação com a definição de Derivada Logarítmica Simétrica dada na
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eq. 4.6, nós obtemos:
Lφ = 2
∂ρφ
∂φ
= 2
(∣∣∣∣∣∂ψφ∂φ
〉
〈ψφ|+ |ψφ〉
〈
∂ψφ
∂φ
∣∣∣∣∣
)
,
e uma expressão para a informação quântica de Fisher pode ser obtida a partir da eq. 4.8
para estados puros:
H(φ) = 4Tr
|ψφ〉 〈ψφ|
(∣∣∣∣∣∂ψφ∂φ
〉
〈ψφ|+ |ψφ〉
〈
∂ψφ
∂φ
∣∣∣∣∣
)2
= 4
〈∂ψφ
∂φ
|∂ψφ
∂φ
〉
+
(〈
∂ψφ
∂φ
|ψφ
〉)2 .
4.5.1 Estimativa quântica com estados puros e famílias
unitárias
Agora consideremos o caso em que o parâmetro de interesse é a amplitude de uma per-
turbação unitária Uφ = e−iφG, onde G é o gerador hermitiano correspondente e o estado
codificado é um estado puro que sofreu esta transformação:
|ψφ〉 = Uφ |ψ0〉 . (4.12)
Temos que:∣∣∣∣∣∂ψφ∂φ
〉
= ∂
∂φ
Uφ |ψ0〉 = −iGUφ |ψ0〉 = −iG |ψφ〉 .
Assim, a informação quântica de Fisher se simplifica para:
H(φ) = 4
(
〈ψ0|G2|ψ0〉 − 〈ψ0|G|ψ0〉2
)
= 4
〈
∆G2
〉
. (4.13)
A partir desta expressão e usando a desigualdade de Cramér-Rao chegamos a
uma relação de incerteza semelhante à de Heisenberg, mas também válida mesmo quando
o parâmetro φ não corresponde ao observável canonicamente conjugado ao gerador G:
δφ ·
〈
∆G2
〉
≥ 14 . (4.14)
4.6 Estimativa de fase quântica com estados puros
Quando tentamos definir um operador de fase quântica e obter uma relação de incerteza
do tipo tempo-energia, enfrentamos grandes problemas. Entretanto, graças à metrologia
quântica ainda podemos obter um limitante inferior para o erro na estimativa de fase
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(dado pela eq. 4.10):
∆φ =
√
δφ ≥ 1
2
√
〈∆G2〉
.
Giovannetti et al. [37] confirmam de forma mais geral que em problemas de
interferometria o limite fundamental na precisão ∆φ da estimativa de fase quântica se
escalona com 1/ 〈n〉 (limite de Heisenberg), enquanto estratégias clássicas produzem o
escalonamento 1/
√
〈n〉, onde 〈n〉 é o número médio de fótons no estado de entrada. De
forma geral, quando o limite fundamental na estimativa da fase é atingido, a informação
quântica de Fisher H(φ) se escala quadraticamente com o número médio de fótons usados
na estimativa, levando ao limite de Heisenberg.
Nesta seção consideramos o problema da estimativa da fase introduzida pelo
operador evolução Uφ = e−iφG, onde G = a†a. Usaremos como sonda estados puros
ρ = |α, ξ〉〈α, ξ|, onde
|α, ξ〉 = D(α)S(ξ)|0〉 (4.15)
é um estado puro gaussiano genérico de um modo, S(ξ) = exp{ξa2 − ξ∗a†2} é o operador
de compressão, ξ = reiθ, e {α, r, θ} ∈ R. Como consideraremos o efeito da rotação de fase
de um estado de um modo, estamos assumindo que já temos, como recurso implícito, um
feixe de referência (tipicamente um estado coerente de grande intensidade), de forma que
a rotação de fase seja bem definida com respeito a esta referência, e fases relativas entre
termos com diferentes números de fótons tornam-se observáveis. Focamos então nossa
atenção no comportamento da QFI como função da energia do estado de entrada |α, ξ〉.
Nosso principal objetivo é encontrar o máximo valor da QFI para um estado de entrada
gaussiano com um número de fótons fixo n0, otimizando-a com relação ao ângulo e ao
parâmetro de compressão.
Como o estado de entrada é puro, a QFI é dada pela eq. 4.13 [38]:
H (φ) = 4 〈α, ξ|∆G2 |α, ξ〉
= 4α2 [cosh(2r)− sinh(2r) cos θ] + cosh(4r)− 1 . (4.16)
Este resultado é bem conhecido [43]. Como já discutido anteriormente, a QFI
não depende do parâmetro φ.
Seguimos reparametrizando a QFI em termos dos três parâmetros {n0, β, θ} ∈
R, onde n0 = α2 + sinh2 r é o número médio de fótons no estado coerente comprimido e
β é a sua fração de compressão. Em termos destes parâmetros temos:
H (φ) = 4n0
[
1 + (1 + 2n0) β − 2(1− β)
√
(n0β + 1)n0β cos θ
]
,
que tem o valor máximo de
H (φ)βopt = 8(n0 + n
2
0) (4.17)
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para máxima compressão β = 1, ou seja, a melhor estratégia para se estimar o parâmetro
φ neste caso sem perturbação é usar toda a energia disponível para comprimir o vácuo e
então usar este estado como sonda para a evolução unitária.
4.6.1 Compreendendo os parâmetros que maximizam a
QFI
Das eq. 4.6 e 4.8 notamos que quanto mais o estado de saída é alterado mediante uma
pequena variação δφ no parâmetro a ser estimado, maior é a QFI, como ilustrado na
figura abaixo.
Esta interpretação ficará mais evidente na seção 5.4.2, onde usaremos a métrica
de Bures entre dois estados ρφ e ρφ+δφ para o cálculo da QFI (eq. 5.12).
Neste caso sem perturbação, o estado de vácuo comprimido é aquele que
produz saídas mais distintas entre si, permitindo uma melhor discriminação da fase φ.
Na figura 4.1 plotamos uma representação deste fenômeno para diversos φ ao redor de
φ0 = −pi/4, tendo como entrada (a) um estado coerente e (b) um estado de vácuo compri-
mido com o mesmo número de fótons n0 = 1. Observamos que a transformação, no espaço
de fases, que duas sondas idênticas de vácuo comprimido sofrem após duas evoluções Uφ
e Uφ+δφ leva a estados mais distintos (região hachurada maior) do que no caso onde as
sondas são o mesmo estado coerente.
4.6.2 Estimativa quântica com perturbação unitária
Pode-se ainda considerar o caso onde um termo adicional está presente no gerador da
evolução unitária que codifica o parâmetro φ, isto é, quando a operação unitária é
Uφ,η = exp{−iH(φ, η)} := exp{−i(φG+ ηA)} , (4.18)
onde η ∈ R é um parâmetro de ruído fixo e A é o operador (hermitiano) de perturba-
ção adicional. De Pasquale et al. [44] tratam deste problema geral e obtêm o seguinte
resultado simplificado para o cálculo da QFI:
H(φ) = 4 ∆2G¯(φ, η) , (4.19)
onde
G¯(φ, η) =
ˆ 1
0
dt eiH(φ,η)t G e−iH(φ,η)t (4.20)
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(a) (b)
Figura 4.1: Representação no espaço de fases da função de Wigner de (a) um estado coerente
com α = 1 e (b) um estado de vácuo comprimido com r = 0.88, θ = pi após rotação por diferentes
fases ao redor de φ0 = −pi/4. A região colorida mostra que o estado de vácuo comprimido é
aquele que leva a estados menos semelhantes após duas transformações diferentes Uφ ou Uφ+δφ.
Ambos os estados possuem o mesmo número de fótons n0 = 1.
é o "gerador médio" da evolução.
No capítulo 5 usaremos este resultado em paralelo com outros métodos de
cálculo da QFI e veremos que todos produzem o mesmo resultado. Mais adiante, no
capítulo 7, voltaremos a utilizar este resultado na estimativa de fase quântica com estados
emaranhados.
4.7 Estimativa quântica com estados gaussianos
Como apresentado na seção 1.9.2, ao definirmos o vetor de operadores de quadratura
R =
 Q
P
 ,
onde
Q = a+ a† , P = −i(a− a†) , (4.21)
o estado quântico gaussiano pode ser completamente descrito pelos valores médios cor-
respondentes R¯ e a matriz covariância σ, definidos como
R¯j = 〈ψ0|Rj|ψ0〉 , (4.22)
σjk =
1
2〈ψ0|RjRk +RkRj|ψ0〉 − R¯jR¯k . (4.23)
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Se estivermos considerando um problema de estimativa onde o estado quântico ρφ é gaus-
siano, podemos obter fórmulas fechadas para a QFI somente em termos do vetor R¯φ e da
matriz σφ [27, 45], obtendo:
H(φ) = 12
Tr[(σ−1φ σ′φ)2]
1 + µ2φ
+ 2
(µ′φ)2
1− µ4φ
+ ∆R¯′Tφ σ−1φ ∆R¯′φ . (4.24)
Nesta fórmula, µφ = Tr[%2φ] = 1/
√
det[σφ] representa a pureza do estado e quantidades
com apóstrofo correspondem à derivada com relação ao parâmetro φ, exceto para ∆R¯′φ
que é definido como
∆R¯′φ =
d(R¯φ+ − R¯φ)
d
∣∣∣∣∣
=0
. (4.25)
Esta expressão será extremamente útil para o cálculo analítico da QFI para o caso de
perturbação linear aleatória no capítulo 6.
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5 Estimativa de fase quântica com perturba-
ção linear unitária1
5.1 Introdução
A utilidade das características não clássicas da mecânica quântica para a realização de
medições ultra precisas além do limite clássico tem indicado recentemente que a metrologia
quântica é uma das tecnologias quânticas mais promissoras [47]. A estimativa de fase é o
exemplo paradigmático dos problemas de estimativa, e o possível aprimoramento quântico
tem sido largamente estudado tanto teórico quanto experimentalmente [37, 42, 48–55]. O
papel do ruído foi investigado pela primeira vez por Huelga et al. [56]: neste trabalho
mostraram como a melhoria na estimativa de frequência é perdida quando se considera
o sistema interagindo com um ambiente que destrua a fase (dephasing). Este e outros
resultados foram rigorosamente confirmados por Demkowicz-Dobrzanski et al. [57] onde
foi provado que, quando a dinâmica ruidosa é governada por um semigrupo, o limite
quântico fundamental é perdido e apenas um aprimoramento constante acima do limite
quântico padrão pode ser obtido. Entretanto, tentativas de contornar estes teoremas
restritivos têm sido apresentadas, e consideram a estimativa de frequência com evoluções
ruidosas específicas [58] ou através da implementação de códigos de correção de erros
[59–61].
No caso da estimativa de frequência [56–63], a rotação de fase e o ruído são tra-
tados simultaneamente através do uso de uma equação mestra, mas tipicamente considera-
se a situação em que a rotação de fase é realizada no estado de sonda inicialmente puro e
o canal ruidoso é aplicado após a passagem desses estados pela transformação. Seguindo
esta abordagem, o papel das perdas [64–67] e da difusão de fase [68–74] já foi estudado
em detalhes. Pode-se ainda considerar o caso onde um termo indesejado, mas conhecido
e fixo, está presente no hamiltoniano que gera a rotação de fase, influenciando o processo
de estimativa. Este problema foi investigado pela primeira vez por De Pasquale et al.
[44], que o intitularam perturbação unitária (unitary disturbance).
Neste capítulo analisaremos a estimativa de fase com variáveis contínuas para
perturbações unitárias, onde o termo adicional no hamiltoniano é linear em relação aos
operadores bosônicos que descrevem o sistema quântico examinado. A estimativa de fase
usando estados gaussianos como sonda foi investigada pela primeira vez por Monras [43]:
foi demonstrado que os estados comprimidos são os estados ótimos, e que a informação
quântica de Fisher (QFI) correspondente se escala quadraticamente com o número médio
de fótons, mostrando uma melhoria quando comparada ao escalonamento linear clássico
1Os resultados mais importantes deste capítulo e do próximo foram publicados na revista Physical
Review A em outubro de 2014 [46]. A figura 6.4 foi selecionada pela revista para aparecer na seção
"Kaleidoscope" do mesmo mês.
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obtenível com estados coerentes.
Nas seções 5.4.1 a 5.4.3 derivaremos a QFI para a perturbação unitária de
diversas formas diferentes, e a seguir analisaremos a influência do parâmetro de pertur-
bação sobre os estados gaussianos de entrada e sobre o correspondente escalonamento
entre a QFI e o número médio de fótons dos estados de saída. Por fim, ao final deste
capítulo, verificaremos a optimalidade da detecção homódina para a estimativa de fase
com perturbação unitária usando estados gaussianos como sonda.
5.2 Perturbação linear unitária
Neste capítulo consideramos o problema da estimativa de fase com uma perturbação
linear unitária inclusa no hamiltoniano. A interação completa (perturbação e evolução
paramétrica) agora é dada pela evolução unitária:
Uφ,η = exp{−i(φG+ ηQ)} , (5.1)
onde
G = a†a , Q = a+ a† . (5.2)
Seu efeito é uma rotação de fase acompanhada por um deslocamento no espaço
de fases; entretanto, como os operadores G e Q não comutam, os dois efeitos não podem
ser separados. Como estado de entrada consideraremos o estado gaussiano genérico puro
|ψ0〉 = D(α)S(ξ)|0〉, com S(ξ) = exp{ξa2 − ξ∗a†2}, ξ = reiθ, e {α, r, θ} ∈ R.
Para aplicar a evolução dada pela eq. 5.1 no operador de modo a usamos o
teorema de expansão de operadores (seção 10.11.1 de [20])
etABe−tA = B + t [A,B] + t
2
2 [A, [A,B]] +
t3
3! [A, [A, [A,B]]] + ... (5.3)
e reconhecemos A = iH (φ, η) = i(φG+ ηQ), B = a e t = 1:
eiH(φ,η)ae−iH(φ,η) = a+
[
−1 + 1 + (−iφ) + (−iφ)
2
2! +
(−iφ)3
3! + ...
]
1
φ
(η + φa)
a → η
φ
(
e−iφ − 1
)
+ ae−iφ . (5.4)
Usando estes resultados podemos calcular a QFI de diversas formas diferentes.
Neste trabalho calculamos a QFI usando 4 métodos diferentes.
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5.3 Número médio de fótons no estado de saída
A transformação D (α)S (ξ) é dada por (seção 1.3):
a → a cosh r − a†eiθ sinh r + α ; (5.5)
a† → a† cosh r − ae−iθ sinh r + α∗ .
Deste resultado e da transformação dada pela eq. 5.4 podemos facilmente cal-
cular o número médio de fótons no estado de saída como:
nout = 〈n〉φ,η = 〈α, ξ|U †φ,η nUφ,η |α, ξ〉
= 〈0|S† (ξ)D† (α)U †φ,η nUφ,ηD (α)S (ξ) |0〉
= α2 + sinh2 r + 4η(αφ+ η)
φ2
sin2
(
φ
2
)
. (5.6)
Vemos que a transformação adiciona energia ao estado de sonda devido à
perturbação parametrizada por η. Este acréscimo de energia será importante para a
compreensão dos resultados obtidos mais adiante.
5.4 Cálculo da informação quântica de Fisher
5.4.1 Método 1
Como discutido na seção 4.6.2, usamos o resultado obtido por De Pasquale et. al. [44] e
a partir da eq. 4.20 calculamos o gerador médio G¯ para a evolução. Relembrando:
G¯ (φ, η) =
ˆ 1
0
eiH(φ,η)tGe−iH(φ,η)tdt .
Iniciando o cálculo pelo argumento da integral nós usamos novamente o te-
orema de expansão de operadores (eq. 5.3). Após o cálculo dos primeiros comutadores
encontramos um padrão:
[iH (φ, η) , G] = −φ
(
η
φ
P
)
[iH (φ, η) , −ηP ] = φ2
[
η
φ2
(φQ+ 2η)
]
[iH (φ, η) , η (φQ+ 2η)] = φ3
(
η
φ
P
)
[
iH (φ, η) , ηφ2P
]
= −φ4
[
η
φ2
(φQ+ 2η)
]
...
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onde definimos P = −i(a− a†). Assim temos:
eiH(φ,η)tGe−iH(φ,η)t = G−
[
φt− (φt)
3
3! +
(φt)5
5! + ...
](
η
φ
P
)
+
+
[
(1− 1) + (φt)
2
2! −
(φt)4
4! + ...
] [
η
φ2
(φQ+ 2η)
]
= G− η
φ
P sinφt+ η
φ2
(φQ+ 2η) (1− cosφt) ,
e finalmente, integrando entre t = 0 e t = 1:
G¯ (φ, η) = G+ η
φ2
(φQ+ 2η)
(
1− sinφ
φ
)
+ η
φ2
P (cosφ− 1) . (5.7)
Por fim, a partir de
H (φ) = 4 〈α, ξ|∆2G¯ |α, ξ〉 = 4 〈0|
[
S† (ξ)D† (α)
(
∆2G¯
)
D (α)S (ξ)
]
|0〉 (5.8)
e da eq. 5.5 obtemos:
H (φ) = 1
φ4
{
4 cosh(2r)
[
α2φ4 + 2αηφ3 − 2η(φ sin(φ)(αφ+ η) + η cos(φ)) + η2
(
φ2 + 2
)]
+
−4 sinh(2r)
[
cos(θ)
(
αφ2 + η(φ− 1)
) (
αφ2 + ηφ+ η
)
+ η(2(φ(αφ+ η)(sin(θ − φ)+
− sin(θ)) + η cos(θ − φ))− η cos(θ − 2φ))]}+ 2 sinh2(2r) , (5.9)
que no limite de ausência de perturbação (η → 0) se reduz ao resultado dado pela eq. 4.16.
5.4.2 Método 2: Obtenção da QFI a partir da métrica de
Bures
5.4.2.1 Vetor de primeiros momentos e matriz covariância
Adotando a notação da seção 1.9.1 para nossos estados coerentes comprimidos, após a
transformação dada pela eq. 5.4 temos:
R¯φ,η =
2
φ
 (αφ+ η) cosφ− η
−(αφ+ η) sinφ
 , (5.10)
e
σφ,η =
 cosh(2r)− cos(θ − 2φ) sinh(2r) − sin(θ − 2φ) sinh(2r)
− sin(θ − 2φ) sinh(2r) cosh(2r) + cos(θ − 2φ) sinh(2r)
 . (5.11)
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5.4.2.2 A métrica de Bures e a QFI
A partir do trabalho de De Pasquale et al. [44] nós calculamos a QFI usando a métrica
de Bures D2B (ρ1, ρ2) (a métrica de Bures é uma medida da diferença entre dois estados
[40]):
H (φ) = 4 lim
δφ→0
D2B (ρφ,η, ρφ+δφ,η)
δφ2
(5.12)
= 8 lim
δφ→0
1−
√
F (ρφ,η, ρφ+δφ,η)
δφ2
,
onde introduzimos a raiz quadrada da fidelidade dada pela eq. 1.60:
F (ρ1, ρ2) = 2e
− 12(R¯1−R¯2)
T (σ1−σ2)−1(R¯1−R¯2)
√
∆ + δ −√δ (5.13)
devido ao uso de diferentes definições entre os autores para a fidelidade. Nós reobtemos
o resultado (eq. 5.9), como esperado.
5.4.3 Métodos 3 e 4: Obtenção da QFI a partir da fideli-
dade e sua expansão até segunda ordem
Usando os resultados de Pinel et al. [27], podemos calcular a QFI diretamente da fideli-
dade:
H(φ) = −2 ∂
2F (ρφ, ρφ+)
∂2
∣∣∣∣∣
=0
. (5.14)
Ou, a partir da seção 4.7, usamos a expansão até segunda ordem da fidelidade:
H(φ) = 12
Tr[(σ−1φ σ′φ)2]
1 + µ2φ
+ 2
(µ′φ)2
1− µ4φ
+ ∆R¯′Tφ σ−1φ ∆R¯′φ . (5.15)
Devido às diferentes notações entre autores e à complexidade do cálculo da
QFI, efetuamos o cálculo da QFI por estes 4 métodos diferentes para confirmar a sua
correção. Todos os métodos produziram o mesmo resultado.
5.5 Determinação dos parâmetros ótimos que ma-
ximizam a QFI
Nesta seção nós procuramos pelos parâmetros α, r e θ que nos permitem obter máxima
informação sobre o parâmetro φ da transformação perturbada.
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5.5.1 Parâmetro θ ótimo
Iniciamos com a busca pelo ângulo de compressão θ ótimo. Resolvendo a equação:
d
dθ
H (φ) = 0
nós encontramos os pontos extremos:
θ1 = tan−1
(
2αηφ2(sinφ− φ)− α2φ4 + η2
[
2φ sinφ− 2 cosφ+ cos(2φ) + 1− φ2
]
,
−4η sin2
(
φ
2
) [
η(sinφ− φ)− αφ2
])
; (5.16)
θ2 = θ1 − pi ,
onde tan−1(x, y) é o arco cuja tangente é y
x
, levando-se em consideração o quadrante em
que o ponto (x, y) se encontra. Para r > 0, θ1 é o valor de θ que maximiza a QFI,
enquanto se r < 0 o parâmetro ótimo é θ = θ2. Ambos os casos são equivalentes já que
uma troca no sinal do parâmetro de compressão r corresponde a uma compressão a um
eixo rotacionado de pi/2 2. Assim temos:
H (φ)θopt =
4e2r
φ4
[
α2φ4 + 2αηφ2(φ− sinφ) + η2
(
2 + φ2 − 2φ sinφ− 2 cosφ
)]
+
+2 sinh2(2r) . (5.17)
Observando a figura 5.1 notamos que o ângulo de compressão θ ótimo é tal
que o estado final transformado é "perpendicular" a uma transformação incremental δφ,
maximizando a diferença entre as saídas de duas transformações Uφ,η e Uφ+δφ,η.
Observando o vetor de primeiros momentos R¯φ,η (eq. 5.10) é interessante notar
que quando φ  η, um incremento δφ simplesmente rotaciona o estado, assim como a
evolução Uφ. Quando isto ocorre, o parâmetro θ ótimo é θ = pi, quando o estado de
entrada não é o vácuo comprimido. Entretanto, na seção seguinte mostraremos que neste
caso (φ η) a melhor estratégia seria usar toda a energia para comprimir o vácuo.
2É importante relembrar que para o parâmetro θ a compressão ocorre ao longo de um eixo rotacionado
de θ/2 em relação ao eixo da quadratura Q, como discutido na seção 1.2.1, baseada em [12].
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(a) (b)
Figura 5.1: Representação no espaço de fases de estados coerentes com α = 1 e r = 0.88 após
a evolução Uφ,η=2 para várias fases diferentes φ ao redor de φ0 = −pi/4. (a) O estado de entrada
possui sempre θ = 1. (b) O parâmetro θ escolhido foi aquele que otimiza a estimativa de cada φ
(eq. 5.16). As regiões coloridas mostram que conhecendo-se algo sobre a fase φ é possível realizar
um ajuste fino da sonda de entrada, maximizando a precisão da estimativa de φ. A curva azul
mostra a "trajetória" do centro do estado (máximo da função de Wigner) enquanto φ varia.
5.5.2 Parâmetro β ótimo
Expressando a QFI (eq. 5.17) como função do número de fótons n0 = α2 + sinh2 r e da
fração de compressão β =
(
sinh2 r
)
/n0 temos:
H (φ)θopt =
4
φ4
[
2βn0 + 2
√
βn0(βn0 + 1) + 1
]
×{
η2
(
φ2 + 2
)
+ 2ηφ3
√
n0 (1− β)− 2η
[
η cosφ+
(
η + φ
√
n0 (1− β)
)
φ sinφ
]
+
+n0(1− β)φ4
}
+ 8βn0(βn0 + 1) . (5.18)
Reescrevendo o vetor de primeiros momentos (eq. 5.10):
R¯φ,η = 2
 ( ηφ +√n0 (1− β)) cosφ− ηφ
−
(
η
φ
+
√
n0 (1− β)
)
sinφ
 . (5.19)
Na figura 5.2 fazemos dois gráficos do valor ótimo de β de forma que a QFI seja
máxima para cada parâmetro dado. Neste caso, a estratégia ótima não é sempre usar toda
a energia em compressão, mas fazer uso do deslocamento introduzido pela perturbação
unitária e deslocar o estado um pouco mais, de forma que o raio da "trajetória" descrita
pelo parâmetro φ seja maior.
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Figura 5.2: Gráficos da fração de compressão ótima βopt como função da fase φ e do parâmetro
de perturbação η. (a) n0 = 1 e η = 1. (b) n0 = 1 e φ = pi2 .
De forma a tentar visualizar que a estratégia ótima nem sempre é usar toda a
energia em compressão (como ocorre no caso sem perturbação) nós plotamos na figura 5.3
três estratégias diferentes: um estado coerente como entrada (círculo; β = 0), um estado
de vácuo comprimido (elipse mais achatada; β = 1, onde o ângulo de compressão θ é o
ótimo) e o estado ótimo (elipse menos achatada). A região colorida do estado ótimo (caso
intermediário) é a de maior área, implicando em uma menor fidelidade entre os estados
adjacentes, maximizando a QFI.
Figura 5.3: Comparação entre as três frações de compressão: β = 0, β = 1, e caso intermediá-
rio: β = βopt(n0, φ, η). Para todos os estados, n0 = 2; 5.8 rad ≤ φ ≤ 6.1 rad, e η = 1.
5.5.3 Parâmetro φ muito pequeno
Estamos interessados em pequenas flutuações ao redor de um dado valor da fase e, em
particular, discutiremos os resultados obtidos para a precisão da estimativa para φ ≈ 0.
Usando a eq. 5.16 com φ → 0, notamos que o ângulo de compressão que
maximiza a QFI é θ = 0, que corresponde à compressão da quadratura Q. Já a otimização
numérica da QFI (eq. 5.18) com relação à fração de compressão resulta em βopt = 1,
indicando que a estratégia ótima é o uso de todos os fótons na preparação de um estado
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de vácuo comprimido.
Estes resultados podem ser entendidos pela observação de que para pequenos
valores de φ, a evolução Uφ,η corresponde ao deslocamento no espaço de fases ao longo do
eixo P negativo, seguido pela rotação de fases dependente de φ. Compressão de amplitude
assim representa o melhor recurso para a detecção do parâmetro φ. Em particular, a QFI
maximizada para φ = 0 é dada por
H = 8(n0 + n20) +
(
2n0 + 2
√
(n0 + n20) + 1
)
η2 . (5.20)
Como esperado, no caso não perturbado (η = 0), reobtém-se o resultado obtido
por Monras em [43] e apresentado na eq. 4.17. Também observamos que o segundo termo
positivo implica que a estimativa é aprimorada com relação ao caso sem perturbação.
Este resultado aparentemente contraintuitivo pode ser compreendido quando levamos em
consideração o fato de que o termo adicional no hamiltoniano na verdade aumenta o
número médio de fótons na saída, que se torna nout = n0 +η2. Como a energia adicional é
usada como recurso para a estimativa da fase φ, torna-se mais interessante considerarmos
o comportamento da QFI H como função de nout, de forma a discutir de forma justa o
escalonamento como função do número de fótons. Como podemos ver na figura 5.4, para
valores fixos de nout, a QFI torna-se menor quando aumentamos o valor do parâmetro
de perturbação η. Notavelmente, também observamos que o escalonamento quadrático
não clássico ainda é preservado, mostrando como o recurso não clássico (compressão) é
fundamental para que obtenhamos a máxima precisão na estimativa.
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Figura 5.4: QFI H como função do número de fótons na saída nout. Linha sólida: estima-
tiva sem perturbação (η = 0). Linhas tracejadas: estimativa com perturbação unitária para
diferentes valores de η. De cima para baixo: η = {0.5, 1.0, 1.5}.
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5.6 Performance da detecção homódina - Informa-
ção Clássica de Fisher
Examinamos agora a adequabilidade da detecção homódina para a estimativa de fase no
caso de perturbação unitária. A detecção homódina corresponde à projeção sobre os auto
estados {Πω(q) = |qω〉〈qω|} do operador de quadratura generalizado Qω = ae−iω + a†eiω
(veja a seção 1.10).
A informação de Fisher correspondente é avaliada pela eq. 4.5, onde a proba-
bilidade condicional é dada por
p(qω|φ) = |〈qω|Uφ,η|ψ0〉|2 . (5.21)
Podemos também obter esta distribuição marginal de probabilidades da detecção homó-
dina a partir da função de Wigner do estado de saída Wout (q, p) (eq. 1.59) com uma
rotação do sistema de coordenadas qω
pω
 =
 cosω sinω
− sinω cosω
 q
p
 .
Na figura 5.5 plotamos a informação de Fisher comparada à QFI.
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Figura 5.5: Informação Clássica de Fisher normalizada pela informação quântica de Fisher
correspondente. (a) Comportamento como função do ângulo ω de detecção homódina quando
n = 1, β = βopt = 1, φ = pi2 e η = 0 (e θ = 0). (b) Comportamento como função do ângulo ω
para detecção homódina quando n = 1, β = βopt, φ = pi2 e η = 1. (c) Detecção homódina ótima
(ω = ωopt) para diferentes η, n = 1, β = βopt, φ = pi2 .
Quando η = 0 e β = 1 temos uma indefinição para o ângulo ótimo de com-
pressão θ. De fato, qualquer ângulo de compressão é ótimo neste caso sem perturbação.
Para o gráfico (a) da figura 5.5 escolhemos θ = 0. Observamos que a detecção homódina é
ótima quando não há perturbação η, sendo que dois ângulos de detecção ótimos ocorrem
em torno de ω = φ = pi2 e outros dois meia volta adiante. Na presença de perturbação,
os ângulos de deteção ótimos têm comportamentos similares, mas dependem da pertur-
bação. A deteção homódina volta a ser ótima quando o parâmetro de perturbação η é
muito grande (e o estado é bastante “deslocado”, facilitando a discriminação de φ).
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5.6.1 Parâmetro φ muito pequeno
Consideramos um estado de vácuo comprimido que, como descrito acima, é uma sonda
ótima no caso φ ≈ 0. Iremos então otimizar a FI com respeito ao ângulo homódino ω,
e comparar este resultado à QFI através da razão F/H. Em [43] foi mostrado que, no
caso sem perturbação, a detecção homódina é ótima, já que a FI é igual à QFI. Como
podemos observar na figura 5.6(a), para um parâmetro η fixo, a detecção homódina deixa
de ser ótima para sondas com números de fótons não nulos, mas é quase ótima quando
as sondas são muito fracas (n0 ≈ 0) ou muito fortes (n0  η2). Esta quase optimalidade
para uma sonda fraca pode ser compreendida observando-se o fato de que o estado de
saída é basicamente um estado coerente (vácuo de entrada deslocado devido à perturbação
no operador unitário), e a detecção homódina é ótima para a estimativa da fase de um
estado coerente. Com respeito aos estados de entrada com um grande número médio de
fótons, a perturbação pode ser considerada como desprezível, e a optimalidade do caso
sem ruído é recuperada.
Uma descrição simétrica se apresenta para o comportamento da razão F/H
para valores fixos do número médio de fótons n0 e como função do parâmetro de perturba-
ção η, representada na figura 5.6(b). A detecção homódina é de fato ótima para pequenos
e grandes valores de η (comparado ao número de fótons de entrada), correspondendo
neste caso, respectivamente, às situações onde a perturbação é desprezível, ou quando o
deslocamento é tão grande que uma pequena rotação δφ é facilmente discriminada pela
detecção homódina.
Nas figuras 5.6 (a) e (b) podemos também notar que a razão tem um mínimo
sempre igual a (F/H)min = 3/4, mostrando a eficiência global da detecção homódina para
todas as faixas de parâmetros.
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Figura 5.6: Razão entre a informação de Fisher da detecção homódina, F , e a QFI cor-
respondente, H. (a) F/H como função do número de fótons da sonda para diferentes va-
lores da perturbação η; usando as pontas da direita como referência, de cima para baixo:
η = {0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.0}.
(b) F/H como função do parâmetro de perturbação para diferentes valores do número médio
de fótons da sonda; de cima para baixo: n0 = {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0}.
5.7 Conclusão
Neste capítulo observamos que a presença de uma perturbação linear no hamiltoniano
gerador da rotação de fase que se deseja estimar modifica o estado de sonda ótimo em
relação ao caso já conhecido (sem perturbação [43]). A fração de compressão ótima
deixa de ser 1 e assim os estados de sonda ótimos são os estados coerentes comprimidos.
Observamos que esta perturbação adiciona energia ao estado, o que serve de recurso para
uma melhora na estimativa de fase e isto dá origem a um resultado curioso: a perturbação
melhora a estimativa da fase. Entretanto, quando se considera a energia total em jogo
(estado + evolução), percebemos que a perturbação reduz a performance da estimativa
de fase para uma mesma energia total disponível. Por fim, verificamos que a detecção
homódina é relativamente eficiente para a estimativa de fases com estados gaussianos como
sonda e notamos ainda que a detecção homódina é ótima na ausência de perturbação ou
quando a energia do estado gaussiano de saída é alta (alta energia no estado de entrada
e/ou parâmetro de perturbação muito grande).
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6 Estimativa de fase quântica com perturba-
ção linear aleatória
Agora voltamos nossa atenção ao caso mais geral, talvez mais realístico, em que o parâme-
tro da perturbação não é fixo, sendo uma variável aleatória que satisfaz uma distribuição
de probabilidades conhecida. Iremos nos referir a este caso como perturbação aleatória
(random disturbance). Para manter a abordagem tão geral e simétrica quanto possível,
consideramos dois operadores de perturbação no hamiltoniano, levando a um desloca-
mento no espaço de fases ao longo de direções perpendiculares. Novamente considera-
mos como entrada um estado gaussiano genérico puro, |ψ0〉 = D(α)S(ξ)|0〉 e iniciamos
a abordagem calculando a perturbação unitária para dois eixos e a seguir transforma-
mos os parâmetros da perturbação em variáveis aleatórias. A seguir, analisamos quais
são os parâmetros ótimos da sonda que maximizam a precisão na estimativa da fase e,
ao final, discutimos a precisão máxima atingível através do uso de detecção homódina,
comparando-a aos limites obtidos.
6.1 Perturbação unitária em dois eixos
Para perturbações introduzidas em ambos os eixos do espaço de fases a interação é dada
pelo hamiltoniano H (φ,η) = φG + η1Q + η2P , onde Q = a + a† e P = −i
(
a− a†
)
. A
evolução agora é descrita por:
Uφ,η = e−iH(φ,η) , (6.1)
onde η = (η1, η2)T.
6.1.1 Efeito da transformação
Ao aplicarmos a evolução dada pela eq. 6.1 no operador de modo a, como feito na eq. 5.4,
obtemos:
a → (η1 + iη2)
φ
(
e−iφ − 1
)
+ ae−iφ . (6.2)
Observamos que este resultado é equivalente à escolha de um parâmetro de
perturbação complexo η = η1 + iη2 na eq. 5.4.
6.1.2 Vetor de primeiros momentos e matriz covariância
Para os estados coerentes comprimidos, após a transformação dada pela eq. 6.2, temos:
R¯φ,η =
2
φ
 (αφ+ η1) cosφ− η1 + η2 sinφ
− (αφ+ η1) sinφ+ η2(cosφ− 1)
 , (6.3)
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onde a matriz covariância é a mesma que na eq. 5.11.
6.1.3 Número médio de fótons no estado de saída
Como feito na seção 5.3, mas usando a eq. 6.2, temos:
〈n〉φ,η = 〈ξ, α|U †φ,η nUφ,η |ξ, α〉
= α2 + sinh2 r + 2
φ2
(
η21 + η22
)
(1− cosφ) +
+2α
φ
[η2 sinφ+ η1 (1− cosφ)] . (6.4)
Novamente, vemos que tanto a perturbação parametrizada por η1, quanto a
perturbação parametrizada por η2 contribuem quadraticamente para o aumento da energia
do estado que sai da transformação.
6.2 Perturbação linear aleatória em dois eixos
Se considerarmos ambos os parâmetros de perturbação distribuídos de acordo com uma
distribuição de probabilidades gaussiana centrada em zero e com a mesma variância ∆, o
estado médio de saída (misturado) torna-se
Gφ,∆(|ψ0〉〈ψ0|) =
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Uφ,η |ψ0〉〈ψ0| U
†
φ,η . (6.5)
Na ausência da rotação de fase adicional, este canal é normalmente chamado
de ruído gaussiano (Gaussian noise) [15, 27, 45, 75] e tem sido amplamente estudado no
contexto das comunicações quânticas. De um ponto de vista físico, este tipo de evolução
é relevante, por exemplo, nos seguintes casos: (i) esta evolução é de fato uma boa aproxi-
mação para um campo bosônico interagindo com um banho térmico a altas temperaturas,
isto é, quando as emissões espontâneas podem ser desprezadas; (ii) quando um operador
deslocamento é implementado em um estado de entrada, através de sua mistura com um
estado coerente em um divisor de feixes com baixa transmissividade [22], o ruído gaussi-
ano no estado de saída é herdado das flutuações de fase e amplitude do laser gerador do
estado coerente auxiliar.
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6.3 Função característica
A função característica deste estado é dada por [13, 76]:
χ [Gφ,∆ (ρ)] (λ) = Tr
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Uφ,η ρ U
†
φ,ηD (λ)

=
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Tr
[
Uφ,η ρ U
†
φ,ηD (λ)
]
=
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Tr
[
ρU †φ,ηD (λ)Uφ,η
]
,
e, usando a eq. 6.2, encontramos
U †φ,ηD (λ)Uφ,η = e
2
φ
iIm[(eiφ−1)(η1−iη2)λ]D
(
λeiφ
)
(6.6)
= ei
2
φ
[η1 sinφ+η2(1−cosφ)]λD
(
λeiφ
)
, (6.7)
que finalmente nos leva a:
χ [Gφ,∆ (ρ)] (λ) =
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 e
i 2
φ
[η1 sinφ+η2(1−cosφ)]λχ [ρ]
(
λeiφ
)
.
Desta expressão concluímos que o estado que sai da transformação permanece
gaussiano, o que nos permite descrever este estado em termos de seu vetor de primeiros
momentos e sua matriz covariância.
6.4 Vetor de primeiros momentos e matriz covari-
ância
Das definições (eq. 1.61) e (eq. 1.57) temos:
R¯φ,∆ = Tr [Gφ,∆ (ρ) R]
=
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Tr
[
Uφ,η ρ U
†
φ,ηD (λ) R
]
=
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 R¯φ,η ,
onde R¯φ,η é aquele já calculado na eq. 6.3. Por fim obtemos:
R¯φ,∆ = 2α
 cosφ
− sinφ
 , (6.8)
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lembrando que α ∈ R.
Para a matriz covariância temos:
σkl =
1
2Tr [Gφ,∆ (ρ) (RkRl +RlRk)]− Tr [Gφ,∆ (ρ)Rk]Tr [Gφ,∆ (ρ)Rl]
= 12
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Tr 〈RkRl +RlRk〉+
−
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Tr 〈Rk〉
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 Tr 〈Rl〉 ,
onde na última linha os valores médios significam: 〈Rk〉 = 〈ξ, α|U †φ,η Rk Uφ,η |ξ, α〉.
Após alguns cálculos temos:
σ11 =
φ2(cosh(2r)− cos(θ − 2φ) sinh(2r)) + 8∆2(1− cosφ)
φ2
;
σ12 = σ21 = − sinh(2r) sin(θ − 2φ) ;
σ22 =
φ2(cosh(2r) + cos(θ − 2φ) sinh(2r)) + 8∆2(1− cosφ)
φ2
.
Após a transformação dada pela eq. 6.5, a função de Wigner (uma distribuição
gaussiana) se espalha no espaço de fases governada pelo parâmetro de ruído, enquanto
o centro da distribuição apenas roda ao redor da origem dos eixos, sendo esta rotação
governada pela fase φ.
6.5 Número médio de fótons no estado de saída
Da eq. 6.5 podemos calcular o número médio de fótons no estado de saída como
〈n〉out = Tr [Gφ,∆ (ρ) n]
=
ˆ
R2
dη1dη2
e−
η21+η
2
2
2∆2
2pi∆2 〈n〉φ,η
= α2 + sinh2 r + 4∆
2
φ2
(1− cosφ) ,
onde 〈n〉φ,η é o número médio de fótons no caso da perturbação unitária, eq. 6.4.
6.6 Informação quântica de Fisher
Usando estes resultados nós calculamos a QFI independentemente a partir das eq. 5.12,
eq. 5.14 e eq. 4.24 (para verificação de erros), obtendo o mesmo resultado. A expressão
CAPÍTULO 6. ESTIMATIVA DE FASE COM PERTURBAÇÃO ALEATÓRIA 81
para esta QFI será omitida nesta Tese por ser muito extensa e visualmente pouco infor-
mativa. Nas seções seguintes fazemos uma análise detalhada dos parâmetros ótimos para
a estimativa de uma fase muito pequena e a seguir analisamos a optimalidade da detecção
homódina para este problema de estimativa de fase com perturbação aleatória.
6.7 Parâmetro φ muito pequeno
Assim como no caso da perturbação unitária, focamos em pequenas flutuações ao redor
do valor φ = 0. Como o efeito da perturbação linear aleatória é deslocar o estado inco-
erentemente em diferentes direções do espaço de fases com uma amplitude aleatória, o
estado de saída torna-se misto, semelhante a um estado em um canal com difusão de fase.
Entretanto, podemos observar pelo menos duas diferenças principais entre este canal rui-
doso e o canal com difusão de fase: este último corresponde a rotações de fase aleatórias,
isto é, temos um único operador de perturbação A = a†a; como consequência, a ação
do canal comuta com a própria rotação de fases, e pode-se considerar as duas evoluções
separadamente. Além disso, o estado após o canal com difusão de fase terá o mesmo
número médio de fótons que o estado de entrada, enquanto que após o canal descrito pela
eq. 6.5, o estado de saída terá um número médio de fótons nout = n0 + 2∆2 (no limite
φ→ 0).
Para obter a máxima QFI, novamente otimizamos o estado de entrada gaussi-
ano, para um número fixo de fótons n0, com relação ao ângulo de compressão θ e a fração
de compressão β. Se a sonda ótima possui um parâmetro de deslocamento não nulo α, o
ângulo de compressão ótimo é θopt = pi (compressão de fase), enquanto, devido à simetria
da perturbação introduzida, a QFI não depende de θ quando o estado é preparado em
um estado de vácuo comprimido.
Discutimos agora o comportamento da fração de compressão ótima βopt para
um número médio de fótons de entrada fixo n0 e parâmetro de perturbação ∆ variável,
observando o gráfico de contornos da figura 6.1. Para valores de ∆ menores que um
limiar ∆t (n0) (a linha preta na figura 6.1), o estado ótimo é sempre um estado de vácuo
comprimido, e temos βopt = 1, assim como no caso sem ruído. Quando aumentamos
∆, a fração de compressão ótima cai para βopt = 0: em mais detalhes, para pequenos
valores de n0, quando ∆ atravessa o valor limite ∆t(0) =
√
1+
√
3
2 , o estado ótimo muda-se
abruptamente de um estado de vácuo comprimido para um estado coerente. Para valores
maiores de n0 há uma região no espaço de parâmetros (n0,∆) onde o estado ótimo é
um estado de vácuo comprimido deslocado. Estudando-se o limiar mais cuidadosamente,
observamos que há um mínimo ∆t,min ≈ 0.734 para n0 ≈ 0.375, abaixo do qual a sonda
ótima é um estado de vácuo comprimido independentemente do número de fótons na
sonda. Além do mais, a função correspondente pode ser bem aproximada, quando n0 & 20,
como ∆t (n0) ∼ 6
√
n0/16, mostrando como o limiar aumenta muito lentamente com o
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número médio de fótons. Observa-se ainda que para um parâmetro ∆ fixo e para grandes
valores de energia de entrada n0, o estado ótimo ainda é um estado de vácuo comprimido,
sugerindo que a compressão ainda é um recurso quando o ruído é pequeno comparado ao
número médio de fótons.
Figura 6.1: Fração de compressão ótima βopt como função do parâmetro de ruído ∆ e do
número médio de fótons n0 na sonda. O limiar ∆t (n0) está representado por uma linha preta.
O comportamento da QFI otimizada como função do parâmetro de ruído ∆
é mostrada na figura 6.2 (a). Apesar do fato de que a energia do estado de saída au-
menta para parâmetros de ruído não nulos, a melhor performance possível da estimativa
é degradada pela perturbação linear aleatória. Como no caso anterior, também represen-
tamos o comportamento da QFI como função do número médio de fótons na saída nout
na figura 6.2 (b). Claramente observamos que neste caso o comportamento quadrático é
perdido, e que a QFI se escala linearmente com nout. Notavelmente, podemos ainda obter
um valor aproximado para o coeficiente linear, isto é,
H ≈ a nout , com a ≈ 1∆2 . (6.9)
Esta aproximação é mais precisa para grandes valores do número de fótons,
onde o estado de sonda ótimo está inclinado a ser um estado de vácuo comprimido. Como
esperado, pequenos valores de ∆ correspondem a maiores valores do coeficiente angular e,
com isso, maiores valores da QFI; Observamos, entretanto, que qualquer valor não nulo do
parâmetro de ruído é suficiente para que o escalonamento não clássico seja perdido. Esta
descontinuidade do escalonamento da QFI é bem típica na metrologia quântica ruidosa e
já foi observada em muitos problemas de metrologia diferentes [57, 64].
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Figura 6.2: (a) QFI otimizada no caso de perturbação linear aleatória, como função do
parâmetro de ruído ∆ para valores fixos do número médio de fótons; de baixo para cima:
n0 = {1, 21, 41, 61, 81, 101}. (b) QFI otimizada como função do número médio de fó-
tons de saída nout para valores fixos do parâmetro de ruído ∆; de cima para baixo: ∆ =
{0.7, 0.75, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 1.0}.
6.8 Performance da detecção homódina
Como no capítulo anterior, nós discutimos a eficiência da detecção homódina para um
canal com perturbação linear aleatória. A informação de Fisher correspondente pode ser
calculada a partir da probabilidade condicional
p(qω|φ) = 〈qω| Gφ,∆(|ψ0〉〈ψ0|) |qω〉 . (6.10)
Assim como antes, otimizamos a FI com respeito ao ângulo de detecção homó-
dina ω e calculamos a razão F/H entre a informação de Fisher otimizada e a informação
quântica de Fisher otimizada.
Antes de focarmos nos estados de entrada ótimos identificados na seção ante-
rior, é esclarecedor estudarmos a optimalidade da detecção homódina para os dois casos
extremos, isto é, para estados de vácuo comprimido (β = 1) e estados coerentes (β = 0).
Quanto ao primeiro caso, isto é, |ψ0〉 = S(r)|0〉, a razão F/H está plotada na figura 6.3.
Se fixarmos o valor do número de fótons de entrada n0 = sinh2 r, a detecção homódina
é (quase) ótima apenas para pequenos valores do parâmetro de ruído ∆, e a razão F/H
decresce monotonicamente para o valor assintótico F/H ≈ 0.5 quando ∆ aumenta. Já se
considerarmos estados coerentes como entrada, pode-se facilmente checar que a detecção
homódina é sempre ótima, para qualquer valor da energia de entrada e do parâmetro de
ruído ∆.
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Figura 6.3: Razão entre a informação de Fisher da detecção homódina e a informação quântica
de Fisher correspondente para estados de vácuo comprimido que sofrem uma perturbação linear
aleatória. A razão foi representada em função do parâmetro de ruído ∆ e para diferentes valores
do número médio de fótons da sonda. De cima para baixo: n0 = {10−9, 2, 4, 6, 8, 10}.
Tendo em mente estes resultados para os dois casos extremos, podemos agora
discutir a optimalidade da detecção homódina quando consideramos o estado de entrada
como sendo aquele que maximiza a QFI para cada valor de ruído ∆ e energia n0. É útil
compararmos as correspondentes razões F/H, plotadas na figura 6.4, com o gráfico da
fração de compressão ótima na figura 6.1, que discutimos na seção anterior. Se fixarmos o
valor do número de fótons de entrada n0, e variarmos o parâmetro de ruído ∆, observamos
o seguinte comportamento: a medição homódina é ótima para ∆ ≈ 0, e sua eficiência
decresce atingindo um mínimo para um determinado valor de ∆. A razão F/H começa
então a aumentar com ∆, atingindo valores próximos da unidade para grandes valores de
∆. Em particular, observamos que o mínimo da razão F/H ocorre nas proximidades do
limiar ∆t(n0) descrito na seção anterior, que divide as diferentes regiões de parâmetros
para a fração de compressão ótima. Na figura 6.4, ∆t(n0) está representado como uma
linha preta adicionada ao gráfico. Na região abaixo da linha preta (∆ < ∆t(n0)), o estado
de entrada ótimo é um estado de vácuo comprimido, e o comportamento da razão F/H de
fato corresponde aos gráficos na figura 6.3. Na região acima da linha preta (∆ > ∆t(n0)),
o estado ótimo é um estado comprimido deslocado, que tende a um estado coerente para
um ruído grande. Como consequência, a razão F/H começa a aumentar com o aumento de
∆, eventualmente atingindo a optimalidade, que, como discutido acima, é sempre obtida
pela detecção homódina quando o estado de entrada é um estado coerente.
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Figura 6.4: Razão F/H entre a informação de Fisher da detecção homódina e a informação
quântica de Fisher para estados de entrada otimizados, como função do número de fótons de
entrada n0 e do parâmetro de ruído ∆. A linha preta sobreposta corresponde ao estado de
entrada limiar ∆t(n0) que divide as regiões com sondas de vácuo comprimido (∆ < ∆t(n0)) e
de estados coerentes comprimidos (∆ > ∆t(n0)).
6.9 Conclusão
O efeito do ruído e da imperfeição na performance de protocolos de metrologia quântica
tem recebido bastante atenção desde o artigo seminal de Huelga et al. [56], levando
a resultados muito gerais obtidos recentemente [57, 62]. Neste capítulo e no capítulo
anterior, discutimos o caso em que um termo indesejado está presente no hamiltoniano
que gera o deslocamento de fase que se deseja estimar. Em particular, consideramos
tanto as perturbações unitárias quanto as perturbações lineares aleatórias, com estados
gaussianos de entrada, otimizando-os com respeito à fração de compressão e o ângulo de
compressão. Enquanto no caso da estimativa de uma fase muito pequena, acompanhada
de uma perturbação unitária, o vácuo comprimido mostra-se como estado de sonda ótimo
e o escalonamento quadrático não clássico da QFI ainda é observado, na presença da
perturbação aleatória a fração de compressão ótima depende crucialmente da energia de
entrada e do valor do parâmetro de ruído e, mais importante, qualquer valor não nulo do
ruído é suficiente para que o escalonamento da QFI com o número de fótons do estado
quântico torne-se linear. Também discutimos a performance da detecção homódina, que
em geral é uma medição eficiente em ambos os casos, apesar do fato de que a optimalidade
é observada apenas em algumas regiões do espaço de parâmetros que caracterizam o estado
de entrada e o canal ruidoso.
No capítulo seguinte generalizamos um pouco mais nossa análise sobre a esti-
mativa de fase com perturbação linear unitária do capítulo 5, considerando como estados
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de sonda os estados emaranhados quase-Bell interpolados formados por estados coerentes
comprimidos introduzido no capítulo 2.
87
7 Estimativa de fase com estados quase-Bell
A estimativa quântica de evoluções lineares e não lineares de fase já foi estudada fazendo-
se uso de estados de sonda de diversos tipos, incluindo os estados quase-Bell baseados em
estados coerentes [77, 78]. Neste capítulo generalizamos os possíveis estados de entrada
para o problema da estimativa de fase com perturbação linear unitária apresentado no
capítulo 5. Em particular, analisamos a adequabilidade do estado emaranhado quase-Bell
interpolado |Ψl〉, introduzido e explorado na seção 2.3, para a estimativa de fase.
Relembrando este estado temos:
|Ψl〉 = N (|α, ξ〉A |−α, ξ〉B + l |−α, ξ〉A |α, ξ〉B) , (7.1)
onde N = 1√
1+l(l+2κ2)
, −1 ≤ l ≤ 1, e ξ = reiθ, com α, r ≥ 0 e θ ∈ [0, 4pi). A análise para
os estados |Φl〉 é simétrica.
Observamos que o modo A deste estado se reduz ao estado |α, ξ〉 quando
l = 0, ou seja, estamos introduzindo um parâmetro para auxiliar na estimativa de fase,
sem prejuízo dos parâmetros já analisados anteriormente. Este parâmetro de interpolação
l está intimamente ligado ao emaranhamento do estado |Ψl〉 e com isso podemos analisar
o papel do emaranhamento na estimativa de fase.
7.1 Estimativa de fase sem perturbação
Consideremos a transformação de rotação de fase Uφ = e−iφGA , GA = a†AaA, agora aplicada
ao modo A do estado emaranhado |Ψl〉:
Como o estado é puro e a transformação é unitária, a informação quântica de
Fisher é dada por:
H (φ) = 4
[
〈Ψl|G2A |Ψl〉 − (〈Ψl|GA |Ψl〉)2
]
. (7.2)
Expandindo esta expressão obtemos:
H (φ) = 4
[
N2
(
A 〈α, ξ|G2A |α, ξ〉A + l2A 〈−α, ξ|G2A |−α, ξ〉A +
+ lκA 〈−α, ξ|G2A |α, ξ〉A + lκA 〈α, ξ|G2A |−α, ξ〉A
)
− (nin,A)2
]
,
onde κ = κ∗ =B 〈α, ξ| − α, ξ〉B = e−2α
2[cosh(2r)+sinh(2r) cos θ] e nin,A é dado pela eq. 2.15.
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Os termos mais desafiadores são do tipo 〈−α, ξ|U |α, ξ〉 (índices A omitidos)
e podem ser calculados através da eq. 2.14:
〈−α, ξ|U |α, ξ〉 = 〈0|U ′D
(
2α cosh r + 2αeiθ sinh r
)
|0〉 ,
onde U ′ é o operador U após a transformação a →
(
a cosh r − eiθa† sinh r − α
)
. Desta
forma, a QFI pode ser calculada termo a termo com certa facilidade. Após algumas
manipulações obtemos:
H (φ) = 4
{
N2
[(
1 + l2
)
γ1 + lκγ2
]
− (nin,A)2
}
,
onde definimos
γ1 ≡ A 〈α, ξ|G2A |α, ξ〉A = A 〈−α, ξ|G2A |−α, ξ〉A
= α4 − α2 [1 + sinh(2r) cos θ] + 12
(
4α2 − 1
)
cosh(2r) + 38 cosh(4r) +
1
8
e
γ2 ≡ 2Re
[
A 〈−α, ξ|G2A |α, ξ〉A
]
= 14κ
{
2α2
[
α2
(
1 + 2 sinh2(4r) cos(2θ) + 3 cosh(8r)
)
− 2(sinh(2r) + 3 sinh(6r)) cos θ +
−6 cosh(6r)] + 4 cosh(2r)
[
4α2
(
2α2 cosh(4r) + 1
)
sinh(2r) cos θ − α2 − 1
]
+
+
(
8α2 + 3
)
cosh(4r) + 1
}
.
Novamente reparametrizamos a QFI como função do “número médio de fótons
n0 no estado componente |α, ξ〉” e de sua “fração de compressão β”. Naturalmente, quando
fazemos l = 0 reobtemos a eq. 4.16 (obtida por Monras [43]). Nesta abordagem, não
devemos encarar os parâmetros n0 e β como quantidades físicas do estado emaranhado, eles
são apenas dois parâmetros que servirão para compararmos os resultados deste capítulo
com o caso não emaranhado do capítulo 5.
Como calculado na seção 2.3.2, a energia de entrada (do estado emaranhado
|Ψl〉) depende do parâmetro l e dos parâmetros n0 e β do estado componente. Por
esta razão, prosseguimos representando a informação quântica de Fisher como função do
número médio de fótons nin,A (eq. 2.13) presente no modo A do estado emaranhado |Ψl〉 e
em função do parâmetro β do estado coerente comprimido |α, ξ〉, do qual ele é composto.
Como inverter a eq. 2.15 para obter n0 como função de nin,A não é uma tarefa simples,
realizamos esta inversão numericamente, ajustando o valor de n0 de forma a obter uma
dada energia nin,A.
Na figura 7.1 plotamos a QFI como função da “fração de compressão” β do
estado coerente comprimido que compõe o estado interpolado. O estado de sonda ótimo
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seria aquele capaz de conciliar os ganhos devido ao emaranhamento sem perder os ganhos
devido à compressão. Notamos que quando l > 0 temos uma “fração de compressão”
β < 1 para a qual a QFI é maior do que a obtida com estados não emaranhados. Já
quando l < 0, apesar de termos um estado que tem a possibilidade de ser maximamente
emaranhado quando l → −1, notamos que não temos ganho na QFI e que a melhor
estratégia é investir apenas em compressão. Para compreender este fenômeno, analisamos
o parâmetro n0 que o estado componente |α, ξ〉 deve ter para que a energia total de
entrada corresponda à energia disponível nin,A (figura 7.1(c) e (d)). Como a energia
nin,A aumenta quando l → −1, devemos reduzir n0 para mantermos a energia nin,A fixa
enquanto variamos l. Isso faz com que ocorra uma redução na QFI quando l → −1, a
não ser que β = 1 e o estado não esteja emaranhado.
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Figura 7.1: QFI para a estimativa sem perturbação com sondas emaranhadas. (a) Parâmetro l
negativo, de baixo para cima l = {−1.0, −0.8, −0.6, −0.4, −0.2, 0.0}. (b) Parâmetro l positivo,
de cima para baixo l = {1.0, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.0}. Curva preta em ambos os gráficos: caso
não emaranhado (l = 0) correspondente ao calculado na seção 4.6. (c) Parâmetro n0 do estado
componente |α, ξ〉 para l < 0 e (d) l > 0. Em todos os casos nin,A = 1 e o parâmetro θ é o
ótimo.
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7.2 Estimativa de fase com perturbação linear uni-
tária
Consideramos agora a estimativa da fase presente na evolução Uφ,η = exp{−i(φGA+ηQA)}
da seção 5.2 utilizando estados parcialmente emaranhados |Ψl〉. Como o estado é puro,
repetimos o procedimento da seção 5.4.1 e calculamos a informação quântica de Fisher
através de:
H (φ) = 4
[
〈Ψl| G¯2A |Ψl〉 −
(
〈Ψl| G¯A |Ψl〉
)2]
,
onde o gerador médio da evolução no primeiro modo é
G¯A = GA +
η
φ2
(φQA + 2η)
(
1− sinφ
φ
)
+ η
φ2
PA (cosφ− 1) ,
com GA = a†AaA, QA = aA + a
†
A e PA = −i
(
aA − a†A
)
sendo operadores formados pelos
operadores de criação e aniquilação referentes apenas ao modo A do campo. Usando a
eq. 2.14 e realizando manipulações semelhantes para os outros termos, a QFI pode ser
obtida analiticamente. Novamente chegamos a uma longa expressão que será omitida.
7.2.1 Estado que maximiza a QFI para a estimativa de
uma fase φ muito pequena
Após o cálculo da QFI e do limite φ → 0, procuramos o estado emaranhado de entrada
que permite a estimativa de fase com máxima precisão. Para isso, fixamos a energia
de entrada nin e consideramos diferentes valores para o parâmetro de interpolação l e a
seguir maximizamos a QFI como função do parâmetro β e do ângulo de compressão θ. Na
figura 7.2 plotamos a “fração de compressão” βopt e o ângulo de compressão θopt ótimos
como função deste parâmetro l, bem como a QFI maximizada H. Cada curva corresponde
a um determinado número médio de fótons de entrada nin.
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Figura 7.2: (a) Parâmetros “fração de compressão” e (b) “ângulo de compressão” ótimos
do estado componente para cada parâmetro l. (c) informação quântica de Fisher H como
função do parâmetro de emaranhamento l para os estados de entrada ótimos. Temos nin =
{0.2, 0.6, 1.0, 1.4, 1.8} de baixo para cima em (c) (e as cores identificam as curvas em (a) e (b),
exceto para nin = 0.2 que se sobrepõe ao eixo das abscissas em (b) e é a reta βopt = 1 em (a)),
sendo η = 1 para todas as curvas.
Verificamos que quando o parâmetro l é negativo, o estado de entrada ótimo
não é emaranhado e o modo A desse estado corresponde ao estado ótimo encontrado no
capítulo 5, sendo a QFI dada pela eq. 5.20. Relembramos que no caso da estimativa com
estados de um modo temos βopt = 1. Quando l varia de 0 a 1, entretanto, a QFI cresce
quando há energia o bastante. Nessa faixa de valores, aumentar β acima de ∼ 0, 8 (para a
faixa de energia que estamos considerando) implica em redução de emaranhamento, como
se observa na figura 2.3. Desta forma observamos uma folga em βopt, que concilia os ganhos
do emaranhamento com os ganhos da compressão para a estimativa de fase. Na figura 7.3
plotamos o emaranhamento do estado sonda ótimo para cada parâmetro de interpolação
l. Chamamos a atenção para o fato de que mesmo quando impomos o parâmetro l 6= 0,
o estado ainda possui a liberdade de ser não emaranhado quando βopt = 1, como ocorre
para l < 0. Mais que isso, o parâmetro βopt = 1 era o parâmetro ótimo quando não havia
o parâmetro adicional l. Isso implica que a estimativa de fase com perturbação unitária
pode tirar proveito do emaranhamento quando há esta possibilidade.
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Figura 7.3: Emaranhamento do estado de sonda ótimo como função do parâmetro de interpo-
lação l. Como na figura anterior, nin = {0.2, 0.6, 1.0, 1.4, 1.8} de baixo para cima. A primeira
curva, nin = 0.2, coincide com o eixo l.
Por fim, como a informação quântica de Fisher sofre um incremento gradual
quando permitimos que o estado de sonda seja um estado emaranhado, torna-se natural
buscar uma relação mais direta entre o emaranhamento dos estados e a QFI. Na seção
seguinte apresentamos uma análise deste comportamento.
7.2.2 Papel do emaranhamento na estimativa de fase
Ao otimizarmos os parâmetros β e θ do estado de entrada, maximizando a QFI, elimina-
mos a dependência da QFI com estes parâmetros. Podemos assim observar a dependência
da QFI com o parâmetro de interpolação l, que por sua vez determina o grau máximo
de emaranhamento do estado. Sendo tanto a QFI quanto o emaranhamento funções
monotônicas de l para l > 0, podemos representar a QFI diretamente como função do
emaranhamento para este semieixo. Na figura 7.4 notamos que a QFI cresce monotonica-
mente com o grau de emaranhamento dos estados de sonda, para l positivo, evidenciando
que o emaranhamento é um recurso para a estimativa de fase quântica.
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Figura 7.4: Informação quântica de Fisher H obtida de estados sonda com emaranhamento
E para l variando de 0 a 1 (esquerda para a direita). Todos os parâmetros foram otimizados
para que a QFI seja máxima para cada valor do parâmetro de interpolação l, mantendo-se
o número de fótons de entrada nin fixo. O emaranhamento em l = 1 é diferente para cada
estado e não chega à unidade, razão pela qual as curvas terminam em pontos diferentes. Temos
nin = {0.6, 1.0, 1.4, 1.8} de baixo para cima nos dois gráficos, sendo η = 1 para todas as curvas.
O que seria a primeira curva, nin = 0.2, aparece como um ponto sobre o eixo H pois para todos
os l temos E = 0 e H constante.
7.2.3 Papel da perturbação na estimativa de fase com es-
tados emaranhados
Assim como foi observado no capítulo 5, novamente a QFI é uma função crescente com
o parâmetro η da perturbação unitária pois há um ganho de energia durante a transfor-
mação. O número médio de fótons no estado de saída é calculado de forma análoga ao
da seção 5.3, desta vez utilizando também o resultado dado pela eq. 2.14. Já no limite
φ→ 0 obtemos:
nout,A = 〈nA〉φ,η = 〈Ψl|U †φ,η nA Uφ,η |Ψl〉
= N2
[(
α2 + sinh2 r + η2
) (
1 + l2
)
+ lκγ3
]
,
onde N é o fator de normalização e
γ3 ≡ 2Re
[
〈−α, ξ|U †φ,η nA Uφ,η |α, ξ〉A
]
= 2κ
{
η2 + sinh2 r − 2α2 [sinh (4r) cos θ + cosh (4r)]
}
.
Verificamos que nout,A se reduz ao calculado na eq. 5.6 para l → 0 e φ → 0,
como esperado.
Para observarmos uma relação mais justa na forma como a QFI varia com a
perturbação, plotamos na figura 7.5 a QFI como função do número médio de fótons no
modo A do estado de saída da transformação para l = 1 (como feito em [77, 78]).
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Para l = −1 recaímos no caso estudado no capítulo 5 e o gráfico é aquele da
figura 5.4.
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Figura 7.5: QFI H como função do número médio de fótons nout,A no modo A do estado que
sai da transformação para l = 1. O caso l = −1 corresponde ao representado na figura 5.4. De
cima para baixo: η = {0.5, 1.0, 1.5}.
Observamos que em termos de energia total (estado de entrada + transfor-
mação) utilizada, a presença da perturbação η prejudica a estimativa da fase mesmo no
caso onde a sonda é emaranhada. Observamos ainda que as curvas se elevam um pouco
mais que aquelas da figura 5.4, novamente explicitando a vantagem do uso de estados
emaranhados para a estimativa de fase quântica mesmo com uma perturbação unitária
presente no hamiltoniano.
Por fim, estamos em condições de fazer uma análise da viabilidade do ajuste
dos parâmetros que foram otimizados ao longo deste capítulo. Ressaltamos inicialmente
que o gráfico da figura 7.5 corresponde ao comportamento das extremidades à esquerda
(l = 1) da figura 7.2(c), quando consideramos energias maiores. Quando temos l = 1,
o parâmetro βopt é bem definido, mas pode ser infactível para um número médio total
de fótons de entrada maior que nin ∼ 4, pois neste caso temos 0, 98 . βopt < 1 e a
sensibilidade da QFI com uma minúscula variação de β ao redor de βopt é muito alta.
O gráfico da figura 7.5 representa, portanto, apenas uma indicativa teórica de como o
emaranhamento pode ajudar na estimativa de fases.
7.3 Conclusão
Neste capítulo analisamos o uso dos estados quase-Bell interpolados como estados sonda
na estimativa de fase quântica com e sem uma perturbação linear unitária presente no
hamiltoniano da evolução. Concluímos que a possibilidade de emaranhamento dos estados
pode aumentar a precisão na estimativa da fase, principalmente quando o número médio
total de fótons de entrada é apreciável (nin & 1). Verificamos que a informação quântica
de Fisher é uma função crescente do emaranhamento presente no estado de sonda ótimo de
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acordo com seu grau de interpolação l, quando l é positivo. Observamos que a perturbação
unitária aumenta a energia do estado de saída, o que aumenta a QFI, mas que quando
consideramos toda a energia usada na estimativa de fase (incluindo aquela extraída da
transformação) a perturbação atrapalha na estimativa da fase. Por fim, ressaltamos que
para estados com grande energia de entrada nin, o parâmetro “fração de compressão ótimo”
βopt deve ser finamente ajustado para que a QFI seja maximizada quando l = 1.
96
Perspectivas Futuras
No início deste trabalho usamos os estados coerentes comprimidos da luz para a definição
de estados emaranhados (quase-Bell) e estudamos o emaranhamento e a separabilidade
destes estados emaranhados na presença de um meio dissipativo fictício através da defi-
nição dos estados de Werner. Para o cálculo analítico do emaranhamento destes estados
contínuos definimos uma nova base ortogonal que reduz o espaço de Hilbert para 2 × 2.
Novos estudos nesta linha poderiam tratar de canais dissipativos bem conhecidos e o seu
efeito sobre os estados quase-Bell interpolados sem o uso dos estados de Werner. Para isso
seria necessária uma nova técnica para o cálculo do emaranhamento e da separabilidade
de estados contínuos emaranhados, e uma sugestão seria a busca de uma interação que
realize um mapeamento eficaz do emaranhamento da luz para dois qubits. Estes estados
coerentes comprimidos e quase-Bell poderiam então ser usados para a implementação das
portas lógicas usadas na computação quântica assim como a proposta de Jeong et al. [18]
para estados coerentes.
Na segunda parte usamos os estados coerentes comprimidos e os estados ema-
ranhados quase-Bell para a estimativa de fase quântica na presença de perturbações unitá-
rias e aleatórias. Para a estimativa com apenas um modo da luz, novos estados poderiam
ser definidos com base nos estados coerentes comprimidos (como, por exemplo, estados
de gato) e poderiam ser feitas comparações da eficiência destes estados na estimativa de
fase com pertubações unitárias e aleatórias. Já para os estados de dois modos (emara-
nhados) a estimativa de fase poderia ser realizada com a aplicação da evolução de fase
nos dois modos do estado, e desta forma seria possível comparar de forma mais justa a
performance da estimativa com estados gaussianos de um modo e com estados quase-Bell.
A análise dos efeitos de uma perturbação aleatória na estimativa com estados de gato ou
estados emaranhados do tipo estudado não é possível utilizando-se as técnicas para esta-
dos gaussianos pois estes estados não são gaussianos. Para esta análise seria necessário
o cálculo da informação quântica de Fisher sem o uso de simplificações devido à notação
compacta.
A computação quântica e a metrologia quântica andam juntas e são áreas de
crescimento acelerado em pesquisa e desenvolvimento. Elas prometem afetar profunda-
mente a tecnologia e nossas vidas cotidianas em um futuro muito próximo.
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